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Elektronenbeugung und Molekülbau 


Von R. Wieri 


Inhalt: § 1. Methoden zur Bestimmung der Atomlagen im Molekül. — 
§ 2. Methodik der interferometrischen Messung am Einzelmolekül. — 
§ 3. Experimentelles. — § 4. Die bisherigen Ergebnisse der Elektronen- 
beugung am Dampfstrahl. — Zusammenfassung. 
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$1. Methoden zur Bestimmung der Atomlagen im Molekül 
Ein Teil der bisherigen Methoden zur Bestimmung der 
Lage der Atomkerne im einzelnen Molekül, also zur Prüfung 
der Realität der chemischen Strukturformel, benutzt als Be- 
stimmungsstücke die Hauptträgheitsmomente J, die Eigen- 
frequenzen » und das Dipolmoment des Moleküls oder seiner 
einzelnen Teile. So gelangt z. B. die Ultrarotforschung durch 
Diskussion der Rotationsspektren für den Linienabstand auf 


die Beziehung: h 


(i im Fall der unaufgelösten Doppelbande ee aia 


Av{em™)] = 


= 

aus J = em d? resultiert der gesuchte eh d. 
Die Betrachtung des dielektrischen Verhaltens der Moleküle 
führt auf die Festlegung von Dipollängen; wesentlicher für 
unsere Frage des Molekülbaus ist die Möglichkeit, unter An- 
nahme der Additivität der Gruppenmomente auf die Lage der 
einzelnen Teile des Moleküls zueinander schließen zu können 
(Ebert, Errera, Eucken, Smyth). Diese Methoden, die in 
tzter Zeit noch wertvoll ergänzt werden durch die Raman- 

ktroskopie (sie führt auch auf Eigenfrequenzen, die als 
ptisch inaktiv sonst nicht auftreten) haben in einigen ein- 

Annalen der Physik. 5. Folge. 8. 
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facheren Fällen, wie bei elementaren Molekülen, bei den 
Hydriden, bei Wasser und Kohlensäure zu ganz bestimmten 
Aussagen über Modell und Atomabstände geführt. 

Auf mehr direktem Wege werden Aussagen gewonnen 
durch die Atomlagenbestimmung im festen Zustand mittels der 
Röntgenstrukturanalyse. Bekanntlich haben die Arbeiten von 
W.H. und W.L. Bragg, V.M.Goldschmidt und L. Pauling 
zur Angabe ganz bestimmter Atom- und Jonenradien gefiihrt, 
die bei Gültigkeit der Additivität der Radien zur Berechnung 
von Kernabständen im Kristall führen. Wesentlich ist hierbei 
der Einfluß der Deformation der Elektronenhülle durch die 
polarisierende Wirkung des Ionengenossen.') Dieser Einfluß, der 
auch aus optischen und dielektrischen Daten, wie der Molekular- 
polarisation abzuschätzen ist, und der im Extremfall zu einer 
Verschmelzung der Elektronenhülle in der homöopolaren Bin- 
dung führt, spielt bei dem hier interessierenden Fall des Gaszu- 
standes eine wesentliche Rolle und wird beim Vergleich von 
Daten der beiden Zustände wohl zu beachten sein. Denn die 
polarisierende Wirkung wird bei zwei freien Ionen durch die 
einseitig gerichtete Feldwirkung zu einer Abstandsverminderung 
führen, während im Kristallzustand die allseitige und symme- 
trische Feldwirkung nur eine geringe Kontraktion vermag. 

Außer zu einer Abstandsbestimmung führt aber die Röntgen- 
strukturanalyse, besonders nach der von Bragg begründeten 
Methode der absoluten Intensitätsmessung, zu einer Festlegung 
der gesamten Atomkonfiguration im einzelnen Molekül. Die ge- 
suchte Struktur des einzelnen Gitterbausteins, des Moleküls, 
kann aber erst auf einem Umweg ermittelt werden. Denn der 
eigentlich zur Diskussion stehende Interferenzeffekt der Atome 
des einzelnen Moleküls ist überdeckt von den Interferenzeffekten 
des an verschiedenen Atomen verschiedener Einzelmoleküle ge- 
streuten Röntgenlichtes. Erst die Ausschaltung des reinen 
Gittereffektes, die auch die Wärmebewegung, die Mosaikstruktur 
und die Nullpunktsenergie umfaßt, führt zur Festlegung der 
Molekülstruktur. Einen einfacheren Weg bieten scheinbar 
Röntgenzerstreuungsaufnahmen an Flüssigkeiten. Es zeigt sich 
jedoch, daß die gesuchten „innermolekularen“ Interferenzen 


it K. Fajans, Ztschr. f. Krist. 66. S. 321. 1928. Np 4 
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überlagert sind von „zwischenmolekularen“ Interferenzen. Die 
notwendig genaue Kenntnis der Verteilungsfunktion der in der 
Flüssigkeit vertretenen Relativlagen der Einzelmoleküle ist 
aber bisher noch nicht erlangt. Den „reinen Fall“, aus Inter- 
ferenzbildern die Struktur des einzelnen Streuers abzuleiten, 
stellt also offenbar die Zertreuung von Wellenstrahlung an 
Gasen und molekularen Dämpfen dar. Denn hier ist man 
sicher, daß sich die einzelnen Moleküle unabhängig genug von- 
einander bewegen, um rein innermolekulare Interferenzen zu 
veranlassen. Die Möglichkeit der Molekülstrukturbestimmung 
durch Streuung von Röntgenstrahlen an Gasen hat zuerst 
P. Debye?) erkannt und theoretisch begründet. Die von ihm 
und seinen Mitarbeitern 2) angestellten Versuche haben die Über- 
legungen vollkommen bestätigt und in einigen Fällen die exakte 
Bestimmung der Atomabstände im Einzelmolekül ermöglicht. 
Umgekehrt kann man nun nach Kenntnis der reinen inner- 
molekularen Streuung auch die Flüssigkeitsinterferenzen dis- 
kutieren und den zwischenmolekularen Anteil für sich be- 
trachten.?) 

Die Tatsache der Wellennatur der Materie legt es nahe, 
Kathodenstrahlen zu Streuversuchen an molekularen Dämpfen 
zu verwenden. Das erscheint um so aussichtsreicher, als sich 
bei Streuversuchen schneller Elektronen an extrem dünnen 
Metallfolien Belichtungszeiten von Bruchteilen von Sekunden 
für genügend belichtete Debye-Scherreraufnahmen ergaben, 
während Aufnahmen derselben Art mit Röntgenstrahlen ge- 
wöhnlicher Intensität mehrere Stunden Belichtungszeit er- 
forderten. Das Streuvermögen der Materie ist also für Elek- 
tronen vielmals größer als für Röntgenlicht. Ein weiterer 
wesentlicher Unterschied besteht in der Natur des elemen- 
taren Streuvorgangs für die beiden Strahlenarten. Das elek- 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 46. 8. 809. 1915; P. Ehrenfest, Amst. 
Akad. 23. S. 1132. 1915. 

2) P. Debye, Phys. Ztschr. 28. S. 135. 1927; P. Debye, L. Be- 
wilogua u. F. Erhardt, Phys. Ztschr. 30. S. 84. 1929; Siichs, Akad. 
Ber. 81. S. 29. 1929; P. Debye, Phys. Ztschr. 31. S. 142, 419. 1930. 

3) P. Debye, Phys. Ztschr.31. S. 348. 1930; P. Debye u. H.Menke, 
Phys. Ztschr. 31. S. 797. 1930; J. A. Prins, Ztschr, f. Phys. 56. S. 617. 
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 tromagnetische Wechselfeld der ankommenden Röntgenstrahlung 
-veranlaBt durch das erzwungene Mitschwingen der Atom- 
elektronen die Emission von Sekundärwellen, deren Interferenz- 
bild eine Abbildung der Lagen der Emissionszentren, also der 
Atomelektronen oder nach der neueren Auffassung der konti- 
 nuierlichen Verteilung der Ladung im Molekül gibt. Der 
Atomkern ist seiner großen Masse wegen am Streuvorgang 
nn Die Elektronenstrahlen hingegen werden im Streu- 
vorgang nur unwesentlich durch die Elektronenhülle der Atome 
beeinflußt. Die ganze Erfahrung der Korpuskularstrahl- 
streuung weist darauf hin, daß hier die streuenden Zentren 
die Atomkerne sind. Es werden also im allgemeinen die 
Kathodenstrahlen auch eine gute Sonde zur Bestimmung der 
Kernlagen für solche Moleküle darstellen, die relativ viele, 
den Einzelatomen gemeinsame Bindungselektronen enthalten. 
Vielleicht eröffnet dieser feinere Unterschied die Möglichkeit, 
durch den Vergleich von Röntgenaufnahmen mit Elektronen- 

aufnahmen Fragen der Ladungsverteilung im Molekül zu be- 
handeln, wie sie für das Problem der chemischen Bindung 
wesentlich sind. 

Man wird sich fragen, ob die hier behandelte Methode 
der Interferenzen am Einzelmolekül tatsächlich zu eindeutigen 
Aussagen über die Molekülstruktur führt. Die bisherige experi- 
mentelle Methodik liefert noch nicht die notwendig genaue 
Kenntnis des gesamten Intensitätsverlaufs der Beugungs- 
1%, aufnahmen, um aus ihnen ohne Heranziehung der auf anderen 

Wegen gewonnenen Erfahrung, z. B. Dipolmoment, chemische 
Reaktionsfähigkeit, ein komplizierteres Molekülmodell ab- 
a zuleiten. Man wird vielmehr, wie wir im nächsten Abschnitt 
iN näher ausführen werden, bestimmte, von der bisherigen Er- 
x fahrung nahegelegte Modelle der theoretischen Voraussage zu- 
 grunde legen und zur Atomabstandsbestimmung heranziehen, 
diejenigen jedoch ausschließen, deren theoretisch verlangter 
Intensitätsverlauf nicht übereinstimmt mit dem experimentell 
gelieferten. Ein allgemeines Korrigierverfahren erlaubt aber 
in einfacheren Fällen eine sichere Festlegung der Molekül- 
_ struktur durch schrittweise Anpassung der theoretischen Inten- 
'sitätsverteilung an die gefundene: ein Beispiel geben wir 
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$2. Methodik der interferometrischen Messung am Einzelmolekül 

Die in dieser Untersuchung angewandte Methodik besteht 
prinzipiell darin, daß ein feiner Kathodenstrahl einen mole- 
kularen Dampfstrahl durchquert und die durch innermolekulare 
Interferenzen abgebeugten Elektronen auf einer senkrecht 
zum Primärstrahl stehenden Platte photographisch registriert 
werden. Die experimentellen Einzelheiten wollen wir im 
nächsten Abschnitt besprechen und hier allgemein die Frage 
behandeln, wie die theoretische Intensitätsverteilung bei Voraus- 
setzung bestimmter Modelle und Atomsorten des Moleküls 
festgelegt wird. 

Debye hat schon die allgemein gültige Formel an- 
gegeben. Sie ist für den Fall der Elektronenbeugung zu 
modifizieren. Die Intensitätsverteilung in Abhängigkeit vom 
Ablenkungswinkel ist für ein Molekül mit n-Atomen gegeben 


Y sin : , 
1 1 - ¢ 
wobei 
(1a) 


ist. Darin bedeutet 4 die Wellenlänge der Strahlung; im Falle 
der Elektronenwellen ergibt sie sich aus der beschleunigenden 
Spannung V Volt nach der de Brogliebeziehung (relativistisch 


korrigiert) zu: Teck 


12,244 1 


VV (1 + 4,91 .1077 V) 


In (la) ist 1,, der Abstand des Atoms + vom Atom j; yw, und 
w, in (1) ist ihr Streuvermégen. Der Unterschied zwischen der 
Röntgenstrahlstreuung und der Elektronenstreuung drückt sich 
(außer im Absolutwert der Konstanten k’)) in der Winkel- 
abhängigkeit des Streuvermögens yw aus. Zunächst wollen wir aber 
w proportional Z setzen und den einfachsten Fall des Hantel- 
moleküls betrachten. Nach Gleichung (1) folgt für dieses Modell 


J r 7 7 7 sin x 7 sin T 
(3) = =2Z,4,+24,2, +2Z,2,, 
12 21 
4 
1) Fiir Elektronenstreuung k = für Röntgenstreuung 
1 e 
‚im Abstand r. 


r? m?’c* 
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ng en ‚ den Wert 1 hat.!) Setzen wir Z, =Z, =Z, so 
jz=U 


ergibt 222 (1+ | (Fig. 1). Wir legen nun 
a zwischen die beiden Atome mit der Ordnungszahl Z, ein Atom 


is der Ordnungszahl Z,, betrachten also z. B. das Kamen Modell 

des Kohlensäuremoleküls Z, = Zu = 8, Z, =Z.=6. Nach 
Gleichung (1) folgt 

sin 
4) —- + 6%. 


sin x 


dar) 42.9.0. 

Die durch Superposition der vier Glieder erhaltene Kurve 

st in Fig. 2 stark ausgezogen. Sie weicht in der Lage der 
Maxima und deren relativen 
Intensitäten merkbar von 
Pte der des einfachen Hantel- 
atin) moleküls ab (vgl. Fig. 1 
Ganz allgemein zeigen sich 
kleine Verschiebungen in 
den Verhältnissen der ele- 
mentaren Perioden nach 
der Superposition am deut- 

liehsten an Lage und Inten- 
sität der weiter außen liegen- 
den Maxima. Eine Diskus- 


N 


123456 70 90T 
sion des Modells wird sich des- 
Theoretische Intensitätsverteilung halb hauptsächlich auf diese 
für ein zweiatomiges Molekül. Maxima stützen müssen. 
Gestrichelt: Mit Atomfaktor für Brom Die Registrierungen der 
Fig. 1 Elektronenbeugungsaufnah- 


1) Zur Orientierung seien hier nach Jahnke-Emde die Maxima 


Minima der Funktion tabuliert: 


ge 0) 4498 7,725 | 10,904 | 14,066 | 17,221 | 20,371 
mt 23,520 | 26.666 29,812 32,956 | 36,101 | 39,244 

—0,2172 | +0,1284 —0,0913 +0,0709 -—0,0580 +0,0490 
—0,0425 | +0,0375 —0,0335 +0,0303 | —0,0277 | +0,0255 
Die Nullstellen liegen bei x = 1 = 3,142, 22 usw.: als Zeichenhilfe 


= + 0,368 bei x = 2,20. 


sin 
sei noch angegeben: ——— 
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ae men zeigen nun nahezu Ubereinstimmung mit der theoretischen 
Intensitätsverteilung, soweit sie die relative Lage der Maxima 
nun (Ringdurchmesser) betrifft; die relativen Intensitäten aber 
‚tom zeigen eine typische Abweichung in einem außerordentlich 
‚dell steilen Abfall nach außen, der auch die tiefen Einsattelungen 
ach der Maxima verwischt. Nun fordert schon die klassische Streu- 
theorie eine Winkelabhängigkeit der gestreuten Elektronen mit 
urve 
der 
iven 
von 
ıtel- 
sich 
in 
ele- 
ach 
eut- 
ten- 
Lees Theoretische Intensitätsverteilung für das Kohlensäuremolekül 
(für die symmetrische, lineare Anordnung gerechnet). Stark ausgezogen: 
: Superpositionskurve; gestrichelt: mit Atomformfaktor 
der Fig. 2 
ah- 
; 1/(sin* 4/2) und es bedeutet eine erste Näherung, wenn wir das 
on Streuvermögen in (1) yw, proportional HRY setzen, also analog 
— der Rutherford schen Streuformel fiir die Streuung am nackten 
‘ Kern J = . 5- setzen. Die nächste Näherung berück- 
44 sin! 9/2 
- sichtigt die Abschirmung des Kernfeldes des streuenden Atoms 
265 durch seine Elektronenhiille und ist gekennzeichnet durch den 
ilfe Übergang zur modifizierten Rutherfordschen Streuformel: 


Er 
a 
at J 
= 
= 
= 
AL 
= 


Wierl 


u Kur, wo die Abschirmungskonstante « nach der Wellenmechanik 


gegeben ist durch & = a, de Brogliewelle, a „Atom- 
radius“).!) Theoretische Betrachtungen von H. Bethe?) und 
N.F.Mott?) liefern für Gl. (4b) einen Ausdruck, der leicht 
der Bestimmung zugängliche Größen enthält: 

sin? $/2 4/2 
Hier bedeutet F den aus der Theorie der Röntgenstrahlung 
bekannten Atomformfaktor. Diese Größe F berücksichtigt die 
mit dem Ablenkungswinkel zunehmende auslöschende Wirkung 
inneratomarer Interferenzen auf die gestreute Röntgenstrahlung 
und ist somit für die Ladungsverteilung im Inneren jedes 


einzelnen Atoms charakteristisch. Sie ist exakt gegeben durch 


P= ar, 


wo U(r) die kontinuierliche im Innern des 


Atoms nach Hartree, k= 4a TE, r der Abstand vom 


Atomzentrum ist, wobei die Integration über den ganzen Raum 
auszuführen ist. Für + = 0 ergibt sich die Gesamtladung, in 
 Elementarladungseinheiten also die Anzahl der Atomelektronen- 
Eine wesentlich einfachere, in ihrer Genauigkeit für uns im 
allgemeinen ausreichende Berechnung gestattet eine von Thomas 
auf Grund der Fermischen Auffassung der Verteilung der 
Atomelektronen angegebene Formel; sie gestattet auf einfache 
Weise aus den berechneten F-Werten für Cäsium (Cs, Z = 55) 
extrapolatorisch auf die der anderen Atome zu schließen. Es gilt 


55 h für Atom Z fir Cs 55 


Fiir die leichten Elemente, wie Kohlenstoff, wird die Extra- 
polation nicht mehr zulässig sein; hier stehen experimentelle 
Vet nach der Hartreeschen Methode berechnete Werte zur 
Verfügung. 


1) G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 40. S. 590. 1927; F. Kirchner, 
_Naturw. 18. S. 84. 1930. 

2) H. Bethe, Ann. d. Phys. 87. S. 55. 1928 und Ann. d. Phys. [5] 
5. S. 325 1930. Vgl. hier besonders die universelle Darstellung des 
Formfaktors auf S. 383—388. 

3) N. F. Mott, Nature 123. S. 717. 1929; 124. S. 986. 1929; Proc. 
Cambr. Soc. 25. S. 304. 1929. 
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In der Tab. 1 geben wir die Atomformfaktor (/’)-Werte 
für alle in unserer Arbeit verwendeten Elemente in Abhängig- 
keit von (sin #/2)/4. 

Natürlich bedeutet die Beschreibung der Elektronen- 
verteilung im Molekül durch diejenige der isolierten Atome 
eine grobe Annäherung; das ist besonders der Fall bei Mole- 
külen aus leichten Elementen, wie Kohlenstoff, bei dem ein 
großer Teil der Elektronen reine Bindungselektronen sind. 
Gegenüber der Elektronenbeugung (im wesentlichen Kernstreuung) 
fällt dieser Unterschied in der Elektrizitätsverteilung mehr ins 
Gewicht bei der hauptsächlich die Atomelektronen erfassenden 
Röntgenstrahlstreuung (vgl. auch S. 524). 


Tabelle 1 


7 s | Sn | Br | Ge| Ti Cl | S | Si | Coraph.”) 
00 155 50 |35 |32 |22 17 |16 114 6 6 
0,1 | 50,7 45,8 31,6 28,6 19,2 14,6/13,611,8'7,0 535 5, 
0,2 | 43,8 39,5 26,5 23,8 15,5 11,7|10,9 9452 4,25 3, 
0,3 | 37,6 33,6 223/199 128 9,5| 88 7,638 285 1,9 
0,4 32,4 28,9|19,0 171/109) 80] 7,4 6328 | 210 1; 
05 28,7 25,6 |16,7 15,0) 9,5 68] 6,3) 5,3 2,2 1,755 0,80 
0,6 | 25,8 | 23,0) 14,8|13,2| 82 5,9| 5,4) 4,611,85| 1,60 | 0,50 
0,7 23,2 20,6/13,0/11,6) 7,2, 5,1) 48 391,65 1,50 0,30 
0,8 20,8 18,4 /11,6/10,3 63 45| 42 351,55 1,40 

0,9 188 165.105 92| 56) 40] 3,7 31 
10 17,0 150 9,5 84) 50 3,5] 33 28 1,15 


1) Nach G. W. Brindley, Phil. Mag. 9. S. 204 u. 1801. 1930. 

2) Nach K. Lonsdale, Proc. Royal Soc. 123. S. 499. 1929. Nach 
Messungen von Bernal. Der Absolutwert der F-Kurve fiir Graphit 
ist dort (Fig. 3) auf den Wert fiir 0002 von Ponte bezogen. Wir kor- 
rigieren die F-Werte von Graphit unter Beibehaltung des von Bernal 
angegebenen Abfalls mit einem Faktor, der aus dem Verhältnis der 
Absolutwerte für Diamant nach dem Brindleywert und dem älteren 
Pontewerte folgt. Es sei aber bemerkt, daß der relativ große Unter- 
schied zwischen F-Diamant und F-Graphit mit der jetzigen Auffassung 
des Atomformfaktors unverständlich ist; denn der Unterschied in der 
Ladungsverteilung der Bindungselektronen sollte eher einen Unterschied 
sin #/2 


bei kleinen - -Werten bewirken. Vgl. hierzu auch die neueren An- 


gaben von R. W.G. Wyckoff, Ztschr. f. Krist. 75. S. 532. 1930 fiir den 
F-Wert des C-Atoms in organischen Verbindungen (,,New“ Carbon). Sie 
vermitteln etwa zwischen den in der Tab. 1 angegebenen F-Werten für 
Diamant und Graphit. 
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Die Gültigkeit der Beziehung J = k- HF 


rasche Elektronen (30—50 kV Elektronen) durch genaue Inten- 
sitätsmessungen gezeigt.‘ Ganz allgemein ergibt sich mit zu- 


Theoretische Intensitätsverteilung für das Zinntetrachlorid 

a. Kurve I: Cl-Cl-Periode: Kurve II: Sn—Cl-Periode; Kurve III: Sn-Atom: 
a Kurve IV: Superpositionskurve. Kurven 1, 2, 3: Atomformfaktorkurven 
für Cl-Cl, Cl-Sn und Sn. Kurve V: Mit Atomformfaktor korrigierte 


Superpositionskurve 

NE: 

wart Fig. 3 


 nehmendem Atomgewicht eine zunehmende Abweichung (Ver- 
 flachung) gegenüber der reinen Rutherfordverteilung. 

d Wir wollen nun am Beispiel des Zinntetrachlorids eine 
Ma vollständige Bestimmung des theoretisch zu erwartenden Inten- 
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sitätsverlaufs durchführen. Für das tetraedrische Molekül- 
modell lautet nach Gl. (1) die Intensitätsformel 


sin % x 
(6) = (1 + 3) + 12 wa Wen 
Vs” 
In der ersten Näherung setzen wir We) = 17; ws, = 50. Die 
Kurven I, II, III in Fig. 3 stellen die obigen Einzelausdrücke 
dar; ihre Superposition liefert die Kurve IV. In der nächsten 

Z-F 

(sin? H/2)/A2 


+ 


Näherung setzen wir wz = wo die F-Werte der 


Tab. 1 entnommen sind. 
Zur Vereinfachung der Multiplikation formen wir den 


Ausdruck für wz um 
Z-F - 
= piling 


ı_ sin 9/2 \2 
Zur Eintragung dieser Kurven in die Fig. 3 müssen wir erst 
sin 

A 


iibergehen. Zu diesem Zweck bestimmen wir mit 


und berechnen die Kurven 


noch den Abszissenmaßstab ändern, nämlich von «= 42/1 
sin 9/2 
Hilfe der angenäherten Kurve IV den angenäherten Wert von 
| (Abstand der Chloratome) aus der Beugungsaufnahme. Das 
intensive zweite Maximum der Kurve IV liegt bei z = 13,2. 

x #/2 ergibt sich zu 0°52',66 bei 4 = 0,0578 AE, so daß 
also 1 in erster Näherung 3,96 AE ist. Nunmehr können wir 
die Kurven » eintragen. In der Fig. 3 stellt dar: 


72) 
Kurve m “ein? 9 2a? / ; Kurve 2: (sin? 
Kurve 3: = 


(sin? 4 2) 
Nun werden die Atomformfaktorkurven 1, 2, 3 mit den pro- 
portional Z,Z, gezeichneten Kurven 1, II, III multipliziert. 


1 
für 
iten- 
ZU- 
= 3 
= 
i> 
u 


Wierl 


Die Superpositionskurve V stellt dann den endgiiltigen theore- 
tischen Intensitiitsverlauf nach Gl. (6) dar. Die Lage der 
Maxima und Minima ist gegenüber der vorläufigen Kurve nun- 
mehr nach kleineren Winkeln verschoben. 

Die Multiplikation und Eintragung der Kurven hat mit 
Genauigkeit zu erfolgen, da die endgültigen Atomabstände den 
gewählten z-Werten proportional sind. Auch ist zu beachten, 
daß die z-Werte erst nach Einzeichnung des kontinuierlichen 
 Abfalls als höchste Ordinate über dem Untergrund zu be- 
stimmen sind.}) 

Der nun geforderte steile Abfall der Intensität steht in 
Übereinstimmung mit der Erfahrung, wie wir uns durch Aus- 
messung von Tetrachlorkohlenstoffaufnahmen überzeugt haben. 
Es ist aber zu bemerken, daß auf dem Film der kohärent 
_ gestreuten, hier berechneten Intensität noch die unelastisch 
gestreute, in der Berechnung nicht berücksichtigte Intensität 
überlagert ist. Diese und alle anderen, hier vernachlässigten 
Einflüsse auf die Intensitätsverteilung, wie Temperaturbewegung, 
Absorption usw. bedingen ein weiteres Steilerwerden des Inten- 
sitiitsabfalls. 


§ 3. ZExperimentelles 


Experimentell war die Aufgabe gestellt, einen n feinen homo- 
genen Strahl schneller Elektronen durch eine dünne Schicht 
des zur Untersuchung stehenden Dampfes zu leiten und die 
durchgehende Intensität photographisch zu fixieren. Das Inter- 
ferenzbild wird um so klarer sein, je schmäler die durchstrahlte 
Gasschicht und je höher das Vakuum im Beobachtungsraum 
ist. Diese Forderungen werden erfüllt durch Anwendung eines 
feinen, möglichst rasch absorbierten Dampfstrahls und eines 
möglichst intensiven Elektronenstrahls, der extrem kurze Be- 
2 lichtungszeiten erlaubt. 

Die wesentlichen Teile der Apparatur, Entladungsrohr, 
Bengungskammer und Filmkammer sind in den Figg. 4-9 
dargestellt. 


a a) Strahlerzeugung. Während des größten Teils dieser Arbeit kam 
die schon in unserer ersten Mitteilung über Elektronenbeugung erwähnte 
once zur Anwendung. Da sie sehr intensive Strahlung liefert 


1) In den Figuren durch J} (Pfeile) bezeichnet. 
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schon bei den ersten Versuchen im November 1929 konnten die Gas- 
interferenzen von CCl, am Leuchtschirm demonstriert werden — sei sie 
hier genauer beschrieben. Sie ist aus Quarz gebaut, um die starke Er- 
wärmung bei hoher Belastung zu ertragen. Die Röhre hat im unteren 
Teil auf eine Länge von 60 em einen Durchmesser von 3 cm; an der 
Stelle der Kathode ist sie auf 8 cm aufgeweitet. Die Kathode ist, wie 
aus Fig. 4 ersichtlich, über einen Metallschliff in die Röhre eingekittet. 


— 


912 3 4 Sem = 
Kathodenstrahlröhre aus Quarz mit ölgekühlter Kathode 
Fig. 4 
A 


Sie ist aus einer alten Röntgenantikathode gebildet, der am vorderen 
Ende eine planpolierte Aluminiumkappe aufgeschraubt ist. Die Zen- 
trierung der Kathode in der Röhre wird mit Hilfe der spiegelnden Stirn- 
fläche durchgeführt. Um eine Erwärmung durch die aufprallenden 


| - - 
Y 


01234 5am 


Kathodenstrahlröhre aus Porzellan 


Kanalstrahlen zu vermeiden, ist die Kathode durch Ol im Umlauf ge- 
kühlt. Bei einer Belastung von 10 mA bei etwa 45 kV verträgt die 
Röhre störungsfreien und konstanten Dauerbetrieb. Starke Röntgen- 
strahlemission macht Strahlungsschutz durch Bleiglasscheiben ratsam. 
In einem zweiten Typ (Fig. 5) ist die Quarzröhre durch ein glasiertes 
Porzellanrohr von etwa 60 cm Länge und 5 cm Durchmesser ersetzt. 
Die Ausbildung der Entladung muß dabei am Hochspannungsvoltmeter 
verfolgt werden. Die Röhre wird mit 4 Schrauben über eine Bleiring- 
dichtung an die Anode verschraubt, die zu diesem Zweck mit einer 
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starken Eisenplatte versehen ist und im übrigen ähnlich der in Fig. 7 

abgebildeten gebaut ist. Die ölgekühlte Kathode ist auf eine Kreis- 
“es scheibe montiert und wird iiber eine Gummidichtung an die Porzellan- 
 réhre gepreßt. Die Ausführungsform der Dichtungen ist derjenigen der 
Hochleistungsréntgenréhren nachgebildet. Diese Kathodenstrahlröhre 
(Fig. 6) bewährt sich bei der oben angegebenen Belastung im Dauer- 
betrieb (Gasentladung im strömenden Wasserstoff) sehr gut und hat 
vor der erstbeschriebenen Quarzröhre den Vorteil der Billigkeit. 


. Versuchsanordnung zur Elektronenbeugung an Gasen 

u: Porzellanentladungsrohr; 2. Substanzvorratsgefäß; 3. Filmkammer 
(vgl. Fig. 9; 4. Schaltuhr für den Ablenkmagneten; 5. Hochspannungs- 
voltmeter: 6. Ablenkmagnet 


Fig. 6 


In einem dritten Röhrentyp wurde versucht, die Gasentladung 
durch Glühkathodenbetrieb zu ersetzen. Ein Glühkathodenansatzrohr, 
ähnlich dem in der Ott-Röntgenröhre verwendeten, ist über eine Bleiring- 
diehtung an die Anode verschraubt. Die Glühkathode sitzt einige Zenti- 
meter vor der Kanalöffnung der Anode. Das Glühfadenlicht, auch einer 
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auch hier mit einer eigenen Pumpe evakuiert, um von den Druck- 
schwankungen im Beobachtungsraum unabhängig zu sein. 
Zusammenfassend ist zu sagen, daß die Gasentladung für unsere 
Zwecke gegenüber der Glühkathode viele Vorteile bietet, wie einfache 
Bedienung und Anordnung, große Intensität wegen des selbsttätigen 
Zusammenschnürens des Kathodenstrahlbündels durch die Raumladung, 
Vorteile, die bekannt- 
lich auch beim Bau von 


Kathodenstrahloszillo- 
graphen die Gasentla- 
dung wieder dominie- 
rend machen. | 
b) Die Beugungs- u | 
kammer wurde in wei 
Typen ausgeführt, fiir 
Substanzen mit hohem sts 
Dampfdruck und fiir 
solche mit geringem ‚Elektronendüse 
(Figg. 7 und 8) Die 
Kammer wird an die | 
geerdete Anode ange- | 
schraubt. Die Anode = 
ist genau so ausgeführt, 
wie die früher bei unse- 
ren Starkeffektarbeiten 
beschriebene Kanal- 
strahlkathode. Die Ein- 
kittstelle der Röhre wird 
intensiv mit Wasser ge- 
kühlt. Genauere Daten 
sind aus der maßstäb- 
lichen Zeichnung zu ent- 
nehmen. Der Kathoden- 
strahl wird durch eine 
aus drei Stücken zu- 
sammengesetzte Düse 
ausgeblendet; sie ist Beugungskammer mit Anode, Elektronendiise, 


10 em lang, ihre End- Dampfstrahldüse und Kondensationsgefäß 
bohrungen haben 0,1 mm 


Durchmesser. Sie dient 
gleichzeitig zur Auf- 
rechterhaltung des Druckgefälles zwischen Entladungs- und Beobachtungs- 
raum. Unmittelbar an die Elektronendüse mündet die Dampfdüse, die 
von unten in die Rohrwand eingeschraubt ist. Über dem Gewindering 
ist sie zu einem Konus ausgedreht, ihre Mündungsöffnung hat 0,1 mm 
Durchmesser. Für das Zustandekommen guter Aufnahmen ist die genaue 
Justierung der beiden Bohrungen aufeinander sehr wesentlich. Es wurden 
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Fig. 7 
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übrigens gelegentlich scharfe Interferenzkreise beobachtet, falls die M 
Dampfdüse bei schlechter Justierung von Kathodenstrahlen gestreift | zw 
wurde. An die Dampfdüse ist über einen Hahn ein Glaskolben angesetzt, He 
in den die Substanz eingefiillt ist. Vor der Aufnahme ist der Luftinhalt au 


des Kolbens sorgfältig wegzupumpen, wobei zweckmäßig die Substanz da 

eingefroren wird. Bei Flüssigkeiten, deren Siedepunkt bei gewöhnlichem | m 
Druck etwa 60—70° ist, entsteht bei evakuierter Apparatur beim kurzen 

Öffnen des Hahnes ein intensiver Dampfstrahl. Bei schwerer oder leichter | kl 
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Ofen zum Verdampfen  Filmkammer mit Leuchtschirm 

hochsiedender Substanzen und Filmauswechselvorrichtung dir 

Fig. 8 Fig. 9 2 

verdampfenden Substanzen wird der richtige Dampfdruck durch Heib- gel 

wasser- oder Eisbäder erreicht. Bei Gasen wie CO, ist der Vorratskolben Es 

über einen Hahn mit einer großen Vorratsflasche verbunden, die bis zu Se 

einem geeigneten Druck direkt aus der Bombe gefüllt wird. — Der Sk: 

Dampfstrahl strömt aus der Düse gegen den Boden eines mit flüssiger les 

Luft gefüllten Gefüßes, das über einen Metallschliff angesetzt ist. Durch 10 

rasche Kondensation wird gutes Vakuum im Augenblick der Exposition Sp: 

gewährleistet. Unmittelbar an der Beugungskammer greift eine vier- rin 

stufige Gaedediffusionspumpe an. — Für schwer verdampfbare Sub- Br 

stanzen kommt die in Fig. 8 gezeichnete Anordnung zur Anwendung. a 
Die Substanz wird in einem kleinen Wolframschiirchen verdampft. Dieses 

ist von zwei dicken Eisenstäben gehalten, die in einem Metallschliff ein- u 

gekittet sind. Der Verdampfungsraum ist gegen die Vakuumkammer Pi 

durch einen von unten eingeschraubten Deckel abgeschlossen, der in der 
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Mitte die in einer feinen Öffnung endigende Düse trägt. Für die Heiz- 
zwecke wird die Netzspannung auf 2 Volt heruntertransformiert und der 
Heizstrom so hoch gewählt, daß momentanes Einschalten zum Verdampfen 
ausreicht. Bei höhersiedenden wasserunlöslichen Substanzen kann auch 
das Prinzip der Wasserdampfdestillation'!) angewandt werden. Die Wasser- 
moleküle liefern keine störenden Interferenzen. 

Die endgültige Justierung des Elektronenstrahls erfolgt mittels eines 
kleinen permanenten Hilfsmagneten, der, in allen Richtungen schwenkbar 
gehalten, den Strahl unmittelbar vor der Anode in seiner Richtung be- 
einflußt.?) Die Belichtung geschieht in der folgenden Weise‘: erst wird 
der Strahl durch einen Elektromagneten, der nahe der Entladungsröhre 
steht und in dessen Stromkreis ein Uhrwerkrelais geschaltet ist, abgelenkt 
und der Film in der Filmkammer (Fig. 9) heruntergedreht; dann wird 
der Speisestrom des ablenkenden Magneten in genau reproduzierbarer 
Zeit durch das Relais geöffnet und geschlossen. Das Einschalten des 
Relais erfolgt durch das Drehen des Hahnes am Vorratsgefäß, so daß 
die Kathodenstrahlen und der Dampfstrahl gleichzeitig ausgelöst werden. 

Die Belichtungszeiten betragen im allgemeinen '/,,Sek. Bei Dämpfen 
mit geringem Streuvermögen wird derselbe Film in Zeitabständen unter 
genau gleichen Bedingungen mehrmals belichtet. Zwischen den einzelnen 
Belichtungen wird der störende Dampf in der Beugungskammer ab- 
gepumpt. Bei der zweiten Anordnung macht es der störende magnetische 
Einfluß des Heizstroms notwendig, Verdampfen und Belichten kurz 
hintereinander vorzunehmen. Es ist aber auch möglich, durch geeignete 
Schaltung den Heizstrom, ähnlich wie oben angegeben, zur magnetischen 
Strahlablenkung zu verwenden, so daß dann Verdampfen und Exponieren 
durch Schließen desselben Stromkreises erfolgt. Die Filmkammer ist 
über einige diekwandige Eisenrohre an die Beugungskammer angeschraubt. 
Der Abstand: Dampfstrahl-Film ist veränderlich. 

e) Spannungsmessung. Nach Gl. (la) ist der gesuchte Atomabstand 
direkt proportional der Wellenlänge 4 und damit nach Gl. (2) umgekehrt 
proportional der Wurzel aus der Spannung. Es ist also eine genaue 
Kenntnis der Spannung und zwar der im Augenblick der Belichtung 
geltenden notwendig. Eine Kugelfunkenstrecke ermöglicht das nicht. 
Es wird deshalb ein statisches Hochspannungsvoltmeter nach Starke- 
Schröder verwendet (Meßbereich bis 80 kV) und stets beim selben 
Skalenwert exponiert. Der genaue tatsächliche Voltwert für diese Ab- 
lesung wird auf folgende Weise ermittelt: Es werden auf einen Film etwa 
10 Elektronen-Debye-Scherrer-Aufnahmen mit Goldfolien im fraglichen 
Spannungsbereich gemacht (Fig. 10), die Durchmesser mehrerer Interferenz- 
ringe jeder Aufnahme am Komparator bestimmt und daraus mittels der 
Braggschen Gleichung direkt die de Brogliewellenlänge berechnet.) — 


1) Vgl. Gattermann-Wieland, 21. Aufl. S. 26. 1928. 
2) Der Magnet wirkt übrigens, ähnlich dem magnetischen Spektro- 
graphen, homogenisierend. 
3) Dieses Verfahren ist besonders notwendig, wenn die genaue 
Spannungsform unbekannt st. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 8. 36 
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Die Spannung selbst wird daraus ach der Gi. (2) (mit der in diesem 
Spannungsbereich notwendigen relativistischen Korrektion) ermittelt. Da 
die Längenmessungen in diesem Verfahren mit beliebig großer Genauigkeit 
ausgeführt werden können, kann es als eine Priizisionsspannungsmel)- 
und Eichmethode bezeichnet werden. Es ist übrigens gelegentlich auch ein 
Vergleich mit Starkeffektfeinaufspaltungsbildern von H durchgeführt 
worden. Die theoretisch genau bekannte Aufspaltungsgröße läßt nach 
Bestimmung der Spektrographendispersion 
und des Feldplattenabstands die ans Feld 
angelegte Spannung errechnen. 

d) Ausmefiverfahren. Eine vollständige 
Auswertung der Aufnahmen besteht in der 
Angabe des gefundenen Schwärzungs- 
gesamtverlaufs im Intensitätsmaß und in 
seinem Vergleich mit dem gesamten theo- 
retischen Intensitätsdiagramm. Ihre Durch- 
führung bietet aber vorläufig wegen ver- 
schiedener gleich zu besprechender Fak- 
toren noch große Schwierigkeiten. Wir 
machen deshalb zur Grundlage der Aus- 
Elektronenbeugungs- wertung die genaue Bestimmung der Lagen 

aufnahmen von Goldfolien der Maxima. Die Diskussion des Inter- 
bei verschiedenen Span- ferenzbildes ist natürlich um so genauer, 
nungen zur Bestimmung je mehr Ringe der einzelnen Aufnahme 
der de Brogliewellenlingen vermessen werden. (Gerade die weit außen 
und zum Eichen des Hoch- liegenden Maxima zeigen eine sehr emp- 
u spannungsvoltmeters') findliche Abhängigkeit vom Modell des 


Fig. 10 Moleküls, ‘so daß eine Modellbetrachtung 
re nur beim Auftreten von mindesens 3 bis 


4 Ringen einigermaßen sicher durchführbar ist. Wesentlich sind für die 
Diskussion die relativen Intensitäten. Wir begnügten uns aber vorläufig 
mit einem qualitativen Vergleich der einzelnen Ringschwärzungen. Da 
auch geringe Schwärzungsunterschiede infolge der außerordentlichen 
Kontrastempfindlichkeit des Auges an den Aufnahmen noch gut erkannt 
werden, so können Abweichungen von der theoretischen Intensitäts- 
verteilung im Schwärzungsverlauf mit großer Sicherheit subjektiv fest- 
gestellt werden. Anderseits ergeben auch Aufnahmen, die sehr kontrast- 
reich erscheinen, in der Photometerkurve nur wenig ausgeprägte und 


1) Die beiden nahe aneinander liegenden feinen Ringe auf diesen 
Aufnahmen nächst dem Primärfleck sind Interferenzen von einer Fett- 
schicht, die zufällig auf die verwendete Goldfolie gelangt ist. Ihre Aus- 
messung ergibt in Übereinstimmung mit dem röntgenographischen Befund 
an Fettsäuren und Kohlenwasserstoffketten den Wert 4,1 bzw. 3,7 ÄE. 
Sie entsprechen den seitlichen Abständen der Fettmoleküle (110 und 200). 
Zu beachten ist die zufällige Übereinstimmung der Lage mit derjenigen 
des etwa auftretenden verbotenen 100-Reflexes von Gold. 
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sehr schwer vermeBbare Maxima. In der Fig. 11 geben wir zwei Auf- 
nahmen mit den dazugehörigen Photometerkurven. Bei allen diesen 
Fragen ist zunächst der merkwürdige Verlauf der Intensitätsschwärzungs- 
kurve für schnelle Elektronen zu beachten. Schon bei relativ geringen 
Intensitäten wird eine photographische Sättigung erreicht; bei weiterer 
Intensitätszunahme erfolgt dann später wieder ein Anstieg der Schwirzung.') 
Weiterhin stellen die Aufnahmen ein typisches Beispiel der Täuschung 


Elektronenbeugungsaufnahmen und dazu gehörige Registrier- 
photometerkurven von CC];- (links) und C,H,- (rechts) -Dampf 


Fig. 11 


durch die physiologische Kontrastempfindung dar.*) Subjektiv erscheint 
der allgemeine Abfall nach außen sehr viel geringer als er objektiv durch 
die Photometerkurve festgestellt ist und übrigens auch durch die theore- 
tische Intensitätskurve gefordert wird. Die Ringschwärzungen hingegen 


1) Vgl. unsere Untersuchungen hierüber Ztschr. f. Phys. 60. 8.746. 
1930; und W. Seitz u. G. Harig, Phys. Ztschr. 30, S. 758. 1929. Er 

2) Zur Frage der Kontrastwirkung vgl. Artikel Schrödinger in uk = 
Müller-Pouillet II, 1. Hälfte, S. 530. — Auch jedes Stufenfilter zeigt u 
das hier zur Rede stehende Phänomen. u SIR 
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3 
erscheinen sehr ausgeprägt über die Schwärzung des Untergrundes er- 
hoben; die Photometerkurve zeigt aber nur eine geringe Änderung des 
Schwärzungsgradienten an den Stellen der Maxima, ohne eine Ausbildung 
von Tälern.') — Die Bestimmung der Ringdurchmesser wurde deswegen 
im allgemeinen subjektiv durchgeführt: auf einer durchleuchteten Milch- 
glasscheibe wird der Film an etwa 12 Stellen der stärksten Schwärzung 
jedes einzelnen Ringes eingestochen. Bei einiger Übung streuen die 
Ablesungen: Durchstoßpunkt-Maximum weniger als '/,, mm (rund 1 Proz.) 
Insgesamt wurden für die 20 untersuchten Substanzen über 500 Auf- 
nahmen ausgewertet. 

Eine genauere Umrechnung der registrierten Schwärzungen in 
Intensitäten wurde an CCi,-Aufnahmen gemacht, wobei als Schwärzungs- 
skala auf denselben Film eine Elektronenbeugungsaufnahme von Gold 
(Folie), deren relative Intensitäten hinreichend genau bekannt sind, ge- 
macht wurde. Es zeigt sich, daß der Abfall besonders bei kleinen Winkeln 
immer noch steiler ist, als er von der Winkelverteilung der elastisch ge- 
streuten Elektronen zu erwarten ist. Es ist aber zu beachten, daß sich 
dem ganzen Bild noch ein Untergrund überlagert, der von den un- 
elastisch und mehrfach gestreuten Elektronen herrührt. Seine experi- 
mentelle Abtrennung wurde bisher noch nicht durchgeführt. Eine ge- 
naue Bestimmung der allgemeinen Winkelverteilung der unelastisch ge- 
streuten Elektronen ist jetzt im Gang durch Intensitätsvermessung des 
Untergrunds unserer Elektronenbeugungsaufnahmsn an Metallfolien, die 
uns zur Bestimmung der Winkelverteilung der elastisch gestreuten Elek- 
tronen, des Atomformfaktors, gedient haben. Es läßt sich aber schon 
jetzt nach der Betheschen Theorie sagen, daß der Abfall der unela- 
stisch gestreuten Elektronen mindestens prop. 1/(sin* $/2) erfolgt, also 
die Maxima, besonders bei kleinen Winkeln im Sinne der Photometer- 
kurven noch weiter glättet und im übrigen noch eine weitere Ver- 
schiebung der theoretischen Lagen der Maxima zu kleinen Winkeln hin 
bedingt. 

Der physiologische Kontrasteffekt wird bei der subjektiven Aus- 
messung der Lage der Maxima zu berücksichtigen sein; er wird sich in 
einer scheinbaren Verlagerung der Maxima nach außen infolge des steilen 
allgemeinen Abfalls auswirken. Die Atomabstände werden also zu klein 
bestimmt. Eine Abschätzung des Fehlers haben wir gemacht durch 
Ausmessung der Lagen der Maxima von CCl, einerseits subjektiv an 
den Aufnahmen, andererseits objektiv an den Photometerkurven, die im 
bekannten Verhältnis registriert wurden. Es zeigt sich, daß die Ring- 
halbmesser subjektiv um 1—2 Proz. zu groß gemessen werden, also 
die Atomabstände zu klein bestimmt werden. 


1) Um beim Photometrieren der Aufnahmen von Störungen durch 
das grobe Korn der Filme und zufälligen stellenweisen Schwankungen 
im Untergrund unabhängig zu sein, haben wir neuerdings versucht, den 
Film während der Registrierung um seinen Durchstoßpunkt rotieren zu 
lassen. Es sei aber bemerkt, daß alle in dieser Arbeit abgebildeten 
Aufnahmen unkorrigiert sind. 
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Suiemiened ist zu diesen verschiedenen Fehlerquellen zu 
sagen: Am geringsten ist der Einfluß der Ungenauigkeit der Wellen- 
längenmessung; der Fehlereinfluß auf die Atomabstände ist '/, Proz. 
Am größten ist der Ablesefehler am Film mit 1,5 Proz. Dazu kommt 
noch der wahrscheinliche systematische Fehler, daß nämlich die Über- 
lagerung des unelastisch gestreuten Elektronenanteils und der Einfluß 
der Temperaturbewegung bei der Festlegung der theoretischen x-Werte 
der Maxima nicht berücksichtigt werden. Es ist abzuschätzen, daß da- 
durch die berechneten Atomabstände um 1 Proz. zu groß sind. Der 
oben besprochene Kontrasteinfluß bei der Ausmessung bewirkt einen 
Fehler in der umgekehrten Richtung, so daß diese beiden gerichteten 
Fehlereinflüsse teilweise kompensiert werden. Der mittlere Fehler der 
Atomabstandsangaben ist also, noch von der Güte der Aufnahmen ab- 
hängend, auf 2—-5 Proz. festzusetzen. 


$4. Die bisherigen Ergebnisse der Elektronenbeugung am 
Dampfstrahl 
Wir geben in den Tabellen an: die theoretischen, schon 
mit dem Atomformfaktor korrigierten z-Werte, die von Apparat- 
dimensionen und angelegter Spannung unabhängige Größe 
sin 
h 
tierenden Atomabstand.') Die Fl -Werte sind Mittelwerte 


aus je 50—100 Einzelablesungen. Bei den einzelnen Auf- 
nahmen wurden auch, zur Eliminierung von Meßfehlern, der 
Abstand: Dampfdüse-Film (11,95; 20,45; 25,45 cm) variiert, 
ebenso die Röhrenspannung und damit die Wellenlänge. 

Zu den Figuren der Aufnahmen auf den S. 546 und 556 
sei bemerkt, daß die Spannung an der Entladungsröhre 
43000 + 200 Volt war, was einer de Brogliewellenlänge 
von 0,0578 + 0,00026 ÄE entspricht, mit Ausnahme der Auf- 
nahme Fig. 17, welche bei 70 kV gemacht wurde. Die Auf- 
nahmen 22—24 sind mit sehr kurzer Kammer gemacht 
(11,95 cm), die übrigen mit einer Kammerlänge von etwa 25 cm. 
Die Figuren sind nicht mehr genau Originalgröße. 

1. Zweiatomige Moleküle. An zweiatomigen Molekülen 
wurde bisher nur Brom untersucht. Für diese Hantelmoleküle 
gilt die in Fig. 1 aufgezeichnete Intensitätsverteilung. Die 
gestrichelte Kurve in dieser Figur ist die für Br, durch den 
Atomformfaktor korrigierte Kurve. 


für jedes gemessene Maximum, endlich den resul- 


1) Der angegebene Fehler bedeutet jeweils die Streuung der MeB- 
werte; der tatsächliche Fehler beträgt etwa das Doppelte. Vgl. Tab. 9. 
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Tabelle 2 


2 R. Wierl 


Maximum | x | dp. _Br 
1. 7,35 0,258 2,28 
2. 13,4 0,469 2,28 
19,6 0,690 22700 
Mittel 2,28 + 0,04 AE 


Brom (Siedep. bei 760 mm: 58,7°C) wurde in der An- 
ordnung 1 mit eisgekühltem Vorratsgefäß untersucht. 

Zum Vergleich sei der von Mecke!) aus den banden- 
spektroskopisch ermittelten Werten der übrigen Halogen- 
molekülen extrapolierteBromkernabstand 1 = 2,26 ÄE angegeben, 
der durch diese Messung als innerhalb der Fehlergrenzen 
gültig bewiesen wird. 

2. Dreiatomige Moleküle. Zur Festlegung des der Aus- 
wertung zugrundeliegenden theoretischen Intensitätsverlaufs 
sind bestimmte Annahmen über die relative Lage der drei Atome 
zueinander notwendig. Für Schwefelkohlenstoff und Kohlen- 
säure ist das lineare symmetrische Modell, besonders nach den 
Arbeiten von Eucken das wahrscheinlichste. Die ultraroten 
Eigenfrequenzen und das Ramanspektrum lassen sich nämlich 
für das lineare Modell diskutieren. Die neueren Literatur- 
angaben für das elektrische Moment liegen für CS, zwischen 
0,00 und 0,326 für CO, zwischen 0,00 und 0,3. 107%, 
Es wird aber doch zu prüfen sein, ob die Beugungsbilder eine 
Auskunft über eine etwaige Winkelung oder unsymmetrische 
Atomanordnung geben. 

Charakteristisch an den Aufnahmen von CS, und CO, 
(Figg. 12 u. 13 auf S. 546) ist das deutliche Auftreten eines 
schwächeren Trabanten sowohl nahe dem intensiven zweiten 
Ring als auch bei dem weiter außen liegenden Ring. Bei den 
Schwefelkohlenstoffaufnahmen erscheinen sie deutlicher getrennt 
und ausgeprägter als bei den Kohlensäureaufnahmen. Die 
N,O-Aufnahme zeigt einen nach außen verwaschen verlaufenden 
intensiven Ring. Die SO,-Bilder zeigen einen intensiven 
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1) R. Mecke, Ztschr. f. Phys. 42. S. 414. 1927. 
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inneren Ring, dem weiter außen noch ein schwaches breites 
Maximum folgt. 

Die Fig. 14 zeigt den theoretischen Verlauf für das ge- 
streckte Modell von CS,, ebenso Fig. 2 für CO,. Es erscheint 
bemerkenswert, daß durch die Zwischenlagerung des leichten 
Kohlenstoffatoms die von den beiden Endatomen herrührende 
Intensitätsverteilung (vgl. Fig. 1) sehr wesentlich verändert wird 


2 
I+- 


Theoretische Intensitätsverteilung für Schwefelkohlenstoff. 
Stark ausgezogen: gestreckt gerechnet. Lage der Maxima und Minima: 
© gerechnet für eine Knickung bis 110°; 
+ gerechnet für eine Knickung bis 140° 


und zwar ganz in dem Sinn der Intensitätsverteilung unserer 
Aufnahmen. Nach Gl. (1) gilt für CS, 
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S-S und C-S bei kleinen Winkeln 1:0,75, da die Periode 
Bu: S-S zweimal, C—S hingegen viermal zu zählen ist; ebenso für 
CO, das Verhältnis 1: 1,5. 

ie Tab. 3 gibt wieder die Kurvendaten und die Meßergeb- 
| nisse für CS,, CO,, N,O und SO,. 


Tabelle 3 


Cs, co, N,0 so, 


| 7,0 138 20,0 260 324 72 135 264 14,0 7,1 


TE (0,170) 0,343 0,501 0,662 0,8220,253 0,475 0,920 0,468 0,414 
| | 


(3,27) 3,20 3,18 3,13 3,14 226/226 228 238 | 1,37 


Mittel 3,16 + 0,05 AE 2,26 + 0,05 AE +0,06 AE +0,04ÄE 


Wir wollen nun noch prüfen, ob eine Knickung im (Ü'S,- 
Molekül am Verhältnis der Ringdurchmesser und an ihren 
relativen Intensitäten merkbar wäre und nehmen als Winkel 
zwischen den beiden CS-Schenkeln gm = 110°, g = 140° und 
ri: g = 160° an. Die aus der Rechnung resultierenden Lagen 
u der Maxima sind in der Fig. 13 eingezeichnet. Aus den Mef- 
; daten und ihrem mittleren Fehler folgt, daB eine etwaige 
Knickung keinesfalls größer als 160° ist. Durch eine genaue 
Intensitätsmessung wäre diese Frage und die nach einer 
etwaigen unsymmetrischen Anordnung im CS,- und CO,-Molekiil 
am noch exakter beantwortbar. 

Die Rotationslinienabstände liefern für CO, ein Trägheits- 
moment J = 48,6 - 10”*%g/cm?, woraus ein Abstand der Sauer- 
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stoffatome zu 1,95 AE folgt!), die röntgenographische Kristall- 
strukturanalyse liefert bei CO, einen O-O-Abstand von 2,11 AK, 
bei N,O einen N-N-Abstand von 2,32 ÄE.?) Unsere Werte liegen 
also etwas höher als die aus anderen Bestimmungsverfahren 
her bekannten. 

Bei CO, und N,O ist das lineare Modell auch durch 
andere Messungen wahrscheinlich. Das große Dipolmoment 
von SO, hingegen (1,61—1,76- 107°) Jäßt mit Sicherheit auf 
ein gewinkeltes Modell schließen. Nun ist aber der Streu- 
beitrag der SO-Periode (prop. 4- 16.8) viermal größer als der- 
jenige der O-O-Periode' (prop. 2-8-8), so daß sie praktisch 
allein im Streubild erscheint. Damit läßt sich die interessante 
Frage nach der Winkelung aus unseren Beugungsaufnahmen 
nicht entscheiden; der S-O-Abstand ist hingegen mit ziemlicher 
Sicherheit, da weitgehend unabhängig vom Modell, angebbar.*) 

3. Tetraedrische Moleküle. 

a) Die Tetrachloride von C, Si, Ge), Ti und Sn. 
b) Tetrabromkohlenstoff. 

e) CHCI,, CH,C],. 

d) BCl,, PCI,. 

a) Die symmetrische und zweifelsfreie Gestalt der Tetra- 
chloride der Elemente (, Si, Ge, Ti und Sn eröffnet die Mög- 


Schematische Darstellung der Tetrachloride 
a = Cl-Cl-Periode; b = Periode : Zentralatom-Eckatom 
Fig. 15 


D) Vgl. zur Diskussion der Molekülstruktur von CO, z.B. Cl. Schäfer 
u. F. Matossi; Das ultrarote Spektrum, Verlag S. Springer, S. 225—235 
oder K. L. Wolf, Ztschr. f. phys. Chem. 131. S. 90. 1927, vgl. auch die 
Deutung der Ramanfrequenzen von CO, und CS, u. a. bei P. Krishna- 
murti, Indian Journ. of Phys. 14. S. 113. 1930. 

2) Vgl.Strukturbericht 1913-1926 d. Ztschr. f. Kristallographie, S.153. 

3) Vgl. aber die kürzlich von C. R. Bailey, A. B. D. Cassie und 
W. Z. Angus, Proc. Roy. Soc. 130. S. 142. 1930 spektroskopisch er- 
mittelten Daten: S-O: 4,8 (!) AE; O-O: 2,0 AE. 

4) Für die Bereitstellung des GeCl, habe ich Hrn. Prof. Klemm- 
Hannover herzlichst zu danken. 
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lichkeit sichere 
Aussagen über 
Atomabstände 

im dampfförmi- 
gen Molekül zu 
gewinnen. Die 
beiden charakte- 
ristischen Peri- 
oden im tetra- 
edrischen Modell 
sind der Abstand 
der in den Ecken 
sitzenden Chlor- 
atome (Kanten- 
länge !) und der 
daraus abzulei- 
tende Abstand: 
Eckatom — Zen - 
tralatom (= Ra- 
dius des um- 
beschriebenen 

Kreises 


= l’), 


den wir ganz 
allgemein gleich 
der Summe der 
Radien der 
beiden Atome 
setzen. Es er- 


Erklärung zu 
Fig. 20a—d: 
Theoretische In- 
tensitätsverteilung 
für a) Tetrachlor- 
kohlenstoff, b) Si- 
liziumtetrachlorid, 
ec) Titantetrachlo- 
rid und d) Germa- 
niumtetrachlorid 
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3,81 +0,05 

Yenc 2,83 
2,37 
2,34 


12,6 
32,7 


3,63 | 21,0 


| 3,61 
| 3,61 
3,62 


3,61 + 0,04 
2,28 


2,32 


TiCl, 


2,18 


GeCl, 


3,43 + 0,03 


6 


3,28 | 13,0 
3,29 | 20,5 


Tabelle 4 


‘ 


3,28 


‚03 
2,05 
2,06 


3,29 + 0 


Mittel 2,98 + 0,02 
Goldschmidt 158 


gibt sich somit eine 
Abschätzung der Größe 
des Zentralatoms, wie 
durch die schemati- 
sche Fig. 15 veran- 
schaulicht sei. 

Um die mit der 
Ordnungszahl des Zen- 
tralatoms verbundene 
Veriinderung des Elek- 
tronendiagramms zu 
zeigen, zugleich als Bei- 
spiele der weitgehenden 
Übereinstimmung der 
theoretischen Vorher- 
sage mit dem experi- 
mentellen Befund, bil- 
den wir in den Figg. 16 
bis 19 auf 8.546 CC], -, 
SiCl,- und GeÜl,- Auf- 
nahmen ab. Unter 
gleichen Bedingungen 
werden die Ringdurch- 
messer um so kleiner, 
je größer das Zentral- 
atom ist; weiterhin ver- 
ändern sich die relativen 
Ringlagen und die In- 
tensitäten um so mehr 
gegenüber denjenigen 
des CCl,- Diagramms, 
je größer der Beitrag 
der 7.-Periode wird 
(prop. Zcı X Zzentralatom)s 
jeschwerer also dasZen- 
tralatom ist. Darüber 
geben die theoretischen 
Intensitätsverteilungen 
(Fig. 20a—d und Fig. 3) 
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vollkommen Auskunft. Charakteristisch ist die mit zunehmendem 
Atomgewicht des Zentralatoms verbundene Intensitätszunahme 
des zweiten Maximums und Vermischung des dritten und vierten 1} ie CA; 
Maximums. Zu den Figuren der Aufnahmen ist zu bemerken, daB an 2. 
durch die Reproduktion leider wesentliche, im Original deutlich 
erkennbare Einzelheiten verloren gehen. Zusammenfassend kann 
man sagen, daß der in den Aufnahmen vorliegende Intensitäts- cea 
verlauf mit dem theoretisch geforderten sehr gut übereinstimmt 
und somit die regulär tetraedrische Struktur für die unter- = 
suchten Substanzen bestätigt wird.') 
Die quantitative Auswertung ist in der Tab. 4 gegeben. Are 
Wir vergleichen nun den am dampfförmigen Molekül ge- = re} 
messenen Kernabstand: Chloratom—Zentralatom mit denjenigen 4 
des festen Zustands, indem wir in der sechsten Zeile der is ut as a 
Tabelle die aus V. M. Goldschmidts?) Daten folgenden Be EL 
,lonenabstiinde* eintragen, weiterhin noch die auf wellen- = 
mechanischer Grundlage von Linus Pauling berechneten bei- 
fügen. Wir wählen „Ionenradien“ zum Vergleich, obwohl die . 3 


chemische Erfahrung eher eine homöopolare, denn eine hetero- 
polare Bindung in den Tetrachloriden fordert. Andererseits 
sind aber die von den genannten Forschern angegebenen a Be 
„Atomradien“ aus Messungen im metallischen Zustand ge- ui N, 
wonnen. Die in der Literatur für die Koordinationszahl Bi. a 2 
angegebenen Radien sind beim Übergang zur Koordinations- R 
zahl 4 um 7 Proz. zu reduzieren. Es zeigt sich, daß im Gas-- 
zustand die innermolekularen Abstände eine weitere Ver- 
minderung ergeben, die durch den homöopolaren Bindungs- 
einfluß und die im freien Zustand sehr merkbare Polarisation 
erklärbar sein dürfte. Durch unsere Messungen wird auch 
die von Goldschmidt früher?) für die Atomradien angegebene 
Reihenfolge Ti > Sn (1,49 und 1,40) zugunsten seiner neueren ER 
Angabe?) Ti< Sn verworfen. Natürlich ist der Vergleich 
unserer Daten mit den Goldschmidt-Pauling-Radien nur qua- A 


1) Für SnCl, ist diese Aussage unsicher, da hier die Sn—Cl-Periode = Nr 
die Cl-Cl-Periode stark überwiegt (vgl. Fig. 3). Ree 
2) V. M. Goldschmidt, Transact. Faraday Soc. Nr. 97, Vol. zu, 
Part 6. 1929. 
3) V.M. Goldschmidt, une Ve 
mente VII. Oslo 1926. 
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litativ zu verstehen, so daß wir auch dem etwaigen Gang 
der Abweichung vorläufig keine systematische Bedeutung bei- 
messen wollen.') 

b) Tetrabromkohlenstoff wurde mit Hilfe des oben be- 
schriebenen Ofchens untersucht. Es ergeben sich drei ver- 
meßbare Ringe, deren Durchmesser gut im Verhältnis 5:9:13 
liegen, wie es die einfache = -Funktion verlangt. Der Br-C- 
Abstand liefert also keinen merkbaren Beitrag zur Intensität, 
Tab. 5 gibt die Taten für CBr,. 


Tabelle 5 


Maximum x dpr._Br 
clay 1 7,1 0,170 3,33 
eo 2 13,5 0,302 3,36 
oe 3 19,5 0,461 3,37 


Mittel 3,35 + 0,04 AE 


Gelegentlich waren die Ringe der CBr,-Aufnahmen merk- 
würdig scharf gegenüber den breiten Ringen der Gasinter- 
ferenzen. Polykristallin niedergeschlagener CBr,-Dampf gab 
hier offenbar Anlaß zu Elektronen-Pulver-Diagrammen. 

Das Verhältnis der Eckatomabstände von CCl, zu dem 
von CBr, ist nach unseren Messungen 0,89. Nach Gold- 
schmidt und Pauling ist das Verhältnis der Ionendurch- 
messer 0,93. Der C—Br-Abstand errechnet sich aus unseren 
MeBdaten zu etwa 2,05 AK. (C-Cl etwa 1,82 AE). 

Vor kurzem wurde CBr, von E. Rumpf?) nach einer 
interessanten Methode (Lösung in Benzol) mit Réntgen- 
strahlen untersucht. Der dort angegebene Abstand der Brom- 
atome mit 4 ÄE scheint nach unseren Messungen zu hoch 
zu liegen. 

c) CCl,—CHCl,-CH,Cl,, Wir betrachten noch, wie es 
Debye schon an Hand von Röntgenzerstreuungsaufnahmen 


1) Siehe zu dieser Frage auch: W. Klemm, Ztschr. f. Elektro- 
chemie 36. S. 704. 1930. | 
2) E. Rumpf, Phys. Ztschr. 31. S. 791. 1930. 
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getan 


zunächst die theoretischen 


schreitender Hydrierung des CCl, Die Zunahme des Chlor- 
atomabstands beim Übergang von CCl, zu CHCl, und CH,Cl, 
von 2,99 zu 3,1i und 3,23 AE erklärt Debye?) in Über- 
einstimmung mit der Dipolerfahrung durch eine zunehmende 
Spreizung des ursprünglichen Tetraederwinkels zwischen den 
(—Cl-Schenkeln. 

Wir suchten nun an Hand von Methylenchloridaufnahmen 
die Frage zu entscheiden, ob nicht etwa gleichzeitig mit der 
Spreizung eine Verlingerung des C—Cl-Schenkels eintritt (vgl. 
Fig. 21), d.h. wir wollen das Verhältnis der C—Cl-Periode zur 
(l-Cl-Periode bestimmen, um daraus den Winkel zu ermitteln. 
Dieses Verfahren erschien uns bei CH,Cl, möglich, da unsere 


Aufnahmen 5—6 deutliche Ringe 
zeigten, die in ihrer Relativlage 
und Intensitätsverteilung merk- 2 

/ = 


lich von derjenigen der CCl,- 
Aufnahmen abweichen. Diese . 2 [A] 


Abweichung ist veranlaßt durch (7 3 7 


das Hervortreten der Streuung Schema zum Problem 
der ©-Cl-Periode?), die bei des Methylenchlorids. 1 Relativ- 
Methylenchlorid 70 Proz., bei lage zweier Chloratome zum 


Kohlenstoffatom im Tetrachlor- 
CCl, nur 23 Proz. derjenigen johienstoff. Winkel bei C ist 


der (l-Cl-Periode ausmacht. 110°. Übergang zum Chloratom- 
Die Verlagerung der Ringe ist abstand im Methylenchlorid ent- 
nun gerade charakteristisch für weder durch Spreizen des 


Winkels (2), oder durch Ver- 
den Winkel. Wir zeichnen größerung des C-Cl- Abstandes (3) 


Intensitätsverteilungen für ver- 


schiedene Winkel auf. Die Schwärzungsverteilung der Auf- _ 
nahmen stimmt bei bloßer Betrachtung am besten mit der 
Kurve für 110° überein. Die Auswertung der Aufnahmen 
(welche der Sicherheit halber mit zwei verschiedenen Film- 
Dampfstrahlabständen gemacht wurden) ist unter Zugrunde- 


1) Inzwischen ausführlich: P. Debye, Ztschr. f. Elektrochem. 36. 
8. 614. 1930. 

2) Es sei bemerkt, daß für Elektronen das Streuvermögen des 
C-Atoms gegenüber dem des Cl-Atoms weniger steil abfällt als bei 
Röntgenstrahlen. 


. 
8 
e- 
| = 
it. 
r 
th 
% 
2 
l- 
er 
h 
a 
| 
n 


0 and 130° — 
Die geringste Streuung tritt “ory 110° auf, bei 120° wieder 
geringer als bei 130 und 100°. Wir glauben deshalb schlieBen 
zu können, daß der Winkel einen Wert zwischen 110 und 
115° annimmt. Der Abstand der Chloratome ergibt sich im 
Chloroform nach unseren Messungen zu 3,04 + 0,04 AK, im 
Methylenchlorid zu 3,16 + 0,06 AE (C-Cl: 1,86 AE im CH,Cl, 
gegenüber 1,82 ÄE im CCl,). Diese Angaben scheinen uns 
aber noch nicht ganz gesichert; wir wollen darauf zurück- 
kommen, wenn wir die analogen Messungen an SiCl,H und 
SiCl,H, durchgeführt haben. Bei diesen Substanzen ist wegen 
des schweren Zentralatoms die Frage eindeutiger zu beant- 
worten. 


Es sei noch bemerkt, daß K. W. F. Kohlrausch') auf 


Grund einer nach der Bjerrumschen Theorie der Molekii- 
eigenfrequenzen durchgeführten Diskussion der Ramanfrequenzen 
des Methylenchlorids einen Valenzwinkel von 94—96° errechnet, 
der dann auch Auskunft über die Größe des Dipolmoments 
geben würde. Für diesen Winkelwert würde sich nach unse- 
rem Chloratomabstand des Methylenchlorids zu 3,17 AE ein 
C—Cl-Abstand zu 2,13 AE gegenüber 1,82 AE bei CCl, errechnen. 

Andererseits schließen A. Petrikaln und J. Hochberg*) 
aus der Zunahme des Oszillationsquantums fiir die C—Cl-Bindung 
im Ramanspektrum des CCl,, CHCl, und CH,Cl,, daß die 
Stabilität der C—Cl-Bindung mit fortschreitender Hydrierung 
zunehme. Es ist aber vielleicht noch fraglich, ob damit not- 
wendig eine Abnahme des Abstandes verbunden ist.) — Eine 
vollständige Klärung der Frage ist also auch in dieser Richtung 
vorläufig nicht erreicht.*) 

d) Im Zusammenhang mit der eben erörterten Frage 
untersuchten wir noch Bortrichlorid, hauptsächlich um den 
Abstand der drei Chloratome zu erfahren; das Streuvermögen 
des Boratoms ist sicher zu vernachlässigen. Tatsächlich gleicht 


1) K. W.F. Kohlrausch, Naturwissenschaften 18. 8. 527. 1930. 

2) A. Petrikaln u. J. Hochberg, Ztschr. phys. Chem. B. 3 
S. 228. 1929. 

3) Vielleicht ist für die Änderung des Oszillationsquantums die 
Änderung der Masse des Molekülrestes verantwortlich. 
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das Aussehen der BCl,- Aufnahmen durchaus demjenigen der 
CCl,-Aufnahmen. Der Cl-Cl-Abstand bei BCl, ergibt sich zu 
3,03 AE gegenüber 2,98 AE bei Tetrakohlenstoff. 


An Hand von Phosphortrichloridaufnahmen wollen wir 
versuchen, durch schrittweises Korrigieren die zunächst un- 
bekannte Molekülgestalt zu approximieren. Die Aufnahmen 
von PCl, zeigen sechs gut vermeßbare Maxima. Wir zeichnen 
fünf verschiedene Intensitätsverteilungen, welche nach der 
Formel 


J an sin ax sin bx 
8-17-17 (142. ) + 6-17-15 4 15-15 


berechnet sind, und die sich im Verhältnis der Faktoren a 
und b unterscheiden. Wir gehen aus von einer ebenen Kon- 


figuration + = 0,577 und verändern dann die Gestalt über 
verschieden hohe Pyramiden, + = 0,64; 0,67; 0,80; bis zum 
Tetraeder > = 1. — Die Aufnahmen zeigen nun der Inten- 
sitätsverteilung nach die beste Übereinstimmung mit Kurve 


rn = 0,64. Eine Kontrolle besteht darin, daß sich nach Tab. 6 


bei Benützung der z-Werte dieser Kurve die beste Konstanz 


Tabelle 6 


1 | 2 3 4 5 
a a a a_ 
|? -057 | 0,64 | =0,67 | = 080 = 1,00 
| 
ane | x 1 x 1 | x | 1 | x 2 | 1 
0,1983 | 7,7 | 309 | 82 | 3,29 | 85 | 341 8,7 | 3,50 7,2 | 
03332 | 139 | 332 | 135 | 3,22 | 135 | 322 | 15,0 | 3,58 | 14,1 
05057 | 21,3 | 334 | 21.0 | 330 | 20,0 | 3,12 | 19,6 | 3,08 | 20,4 
06653 | 262 | 3,13 | 27,0 | 3,23 | 27,5 | 3,28 | 26,5 | 3,16 | 26,7 | 
0,1992 | 34,0 | 3.38 | 32,7 | 3,26 | 32,2 | 3,20 | 33,2 | 3,30 | 33,0 
09785 | 38,5 3.13 | 40,0 | 3,25 | 39,4 | 3,19 | 40,0 | 3,25 | 39,2 
Mittel | 3,22 | 3,26 | 3,24 | 3,31 | 


Streuung |+0,16; —0,13| +0,04; —0,04|+0,17; —0,12 +0,27; —0,23 +0,14; 
Annalen der — 5. Folge. 8. 
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der aus den Meßdaten errechneten Atomabstände slit, Bei Die 
Zugrundelegung der anderen Kurven, also der anderen Modelle, Es | 


weist die Streuung der /-Werte außerhalb der Fehlergrenze freie 


+ 0,04 AE auf die Ungültigkeit dieser Modelle hin. ätha 
Die «-Werte der Tabelle sind noch nicht korrigiert; an dem 
der als richtig erkannten Kurve 2 bringen wir nun nach- könı 
träglich die Atomformfaktorkorrektion an; die kleinen Ver- 
schiebungen der Maxima ändern nichts an der Gültigkeit des gesä 


Modells. Der endgültige Abstand der Chloratome im PC], ist Aufı 
3,18 + 0,03 AE, der Abstand Phosphoratom—Chloratom 2,04 AE. der | 
Das PCl,-Molekiil ist also pyramidal gebaut: es ist demnach mäß: 
ein meßbares Dipolmoment zu erwarten. bare 


e) Cyclische Moleküle und Kohlenstoffketten. om 

1. Benzol und Cyclohexan. sche 

2. Cyclopentan. so § 

3. Hexan, Pentan und 1,5-Dichlorpentan. kons 

Die Fragestellungen der organischen Chemie, deren Be- an 

antwortung wir mit der Elektronenbeugung in Angriff genommen Cyel 

haben, sind die folgenden: 

1. Ist ein Unterschied im Atomabstand fiir die aliphatische den 

und aromatische Kohlenstoffbindung feststellbar. u 

2. Ist eine Entscheidung zwischen gewinkelten und ebenen Er 

Modellen cyclischer Moleküle möglich. ähn] 

3. Ist die von der stereochemischen Erfahrung geforderte Max 
freie Drehbarkeit aliphatischer Ketten erkennbar. 

4. Bilden sich die Isomeren ungesättigter Kohlenstoff- - bei 

verbindungen analog ihrer Strukturformel ab. inne 

5. Ist die für gesättigten Kohlenwasserstoff geforderte tren 

freie Drehbarkeit vollkommen unbehindert. von 

Die Beantwortung der Frage 4 wurde durch Debye mit Bedi 

der Röntgenmethode gegeben. Sein Befund an cis- und trans- schi 

Dichloräthylen konnte nachher mit der Elektronenbeugung be- Ring 

stätigt werden.!) Übrigens ermöglichen diese Messungen nun- som 

mehr eine eindeutige Zuordnung der Bezeichnung cis und trans. om 


2 
Be 
. 
— 
R. Wierl, Phys. Ztschr. 31, 8.366.190. 


e- 
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Die Entscheidung in der Frage 5 steht noch aus. 
Es bestehen vorläufig Anhaltspunkte fiir eine Behinderung + N EN 
freien Drehbarkeit durch Beugungsaufnahmen an 1,2-Dichlor- | 
äthan, 1,2-Dibromäthan und Oxalylchlorid.)) Wir hoffen 
oe 
demniichst einen eingehenderen Bericht dariiber geben zu ney we 
können. 
Bei der Frage nach dem Abstand der gesittigt und un- aon “ite 
gesättigt gebundenen Kohlenstoffatome wird man zunächst an at, Py 
Aufnahmen von Athan und Athylen denken. Das Streuvermögen Er 
der Kohlenstoffatome ist aber so gering, daß beim interferenz- : ae u 
mäßigen Zusammenwirken von nur zwei Atomen keine merk- iets 7 
baren Maxima im Streubild auftreten. Längere Kohlenstoff- __ 
ketten scheiden zu einer eindeutigen Bestimmung aus später 
zu besprechenden Gründen (Drehbarkeit) aus. In den eyci- 
schen Verbindungen hingegen sind mehrere Kohlenstoffatome = 
so symmetrisch angeordnet, daß die mehrfach auftretenden 
konstanten Perioden deutliche Maxima erwarten lassen. Es 
wurde deshalb zur Beantwortung der Fragen 1 und 2 Benzol, 
Cyclohexan und Cyclopentan untersucht. re 


Um zunächst Auskunft über das zu wählende Modell bei SR U 
den cyclischen Molekülen zu erhalten, wurden Aufnahmen mit er 
einer sehr kurzen Kammer gemacht (D = 11,95 mm), um ais 
möglichst viele Maxima zu erhalten. Es ist nämlich von vorn- 
herein zu erwarten, daß die Streubilder dieser Moleküle sehr ire 
ähnlich sein werden und sich nur in weiter außen liegenden a okey. 
Maximas unterscheiden. 

Die Elektronenbeugungsaufnahmen am Benzoldampf zeigen ae 

3/,9 Sek. Belichtungszeit vier Ringe, von denen der Ig 


ls von der Schwärzung um den Primärfleck kaum ge- 
trennt ist und der dritte sehr breit erscheint, Die Aufnahmen 
von Cyclohexan weisen gegenüber den unter genau gleichen aes ; 
Bedingungen gemachten von Benzol charakteristische Unter- 

schiede auf: die Ringdurchmesser sind etwas kleiner, der erste 
Ring ist ausgeprägter, das dritte breite Maximum reicht nicht 
so weit an den äußeren, wieder schärferen Ring heran wie 
bei Benzol. Die Cyclopentanaufnahmen zeigen bis zu 8 Ringen; 
auffallend ist hier die Schärfe des dritten Maximums (vgl. die 
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Figg. 22—26 auf S. 556). Zur Grundlage der Diskussion de 
Benzolaufnahmen machen wir probeweise das regelmäßige 
Sechseck. Die elementaren Perioden sind nach Fig. 27a: 
sechsmal zu nehmen / (= Abstand C—C), 21 (dreimal) und ~ 
Iy3 (sechsmal). Die Intensitätsformel lautet also: 


(6 Feraphit.)® (1 12 sin sin 2x +2 mye). 


sin* #/2 2x V3 x 


In Fig. 27b sind die elementaren Funktionen und die Super- a. ‘ 
positionskurve aufgetragen. 


jenigen im Diamanten 
(Fig. 28) bedingt eine 
wesentliche Anderung 
im dritten Maximum: 
sein Schwerpunkt im 
Intensitätsverlauf 
rückt gegenüber dem- 
jenigen beim Benzol 
merkbar nach innen. 
Rechnen wir noch den 
Verlauf für ein Halb- 
und Halbgemisch von 
„Sessel- und Wannen- 
form“, so tritt gegen- 
_tiber dem vorher- 


T 


6 8 0 0 8% 


S 


é a) Elementarperioden im ebenen Benzol 
ge b) Theoretische Intensititsverteilung fiir 
fügige Änderung ein. Benzol. Stark ausgezogen: Super- i 


Die stereochemische positionskurve. 
Erfahrung ’) fordert Gestrichelt: mit Atomformfaktor 
bekanntlich diese bei- Fig. 27 
den Konfigurationen 
für Cyclohexan. Die Intensitätsformel für diese beiden ge 4 
winkelten Modelle lautet dann: ae 


1) Vgl. zu diesen Fragen G. Wittig, Stereochemie, Akademische 
Verlagsgesell. 1930. 
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Die Faktoren von z sind also hier 1, 1,63, 1,92 (1,67) gegen- 
über 1, 1,73 und 2 bei Benzol, welches als eben gerechnet wird. 

Der zweifelsfrei 
festgestellte Unter- 
schied in der rela- 
tiven Lage des dritten 
und vierten Mazi- 
mums in den Benzol- 
aufnahmen gegenüber 
den Cyclohexanauf- 
nahmen entsprechend 
dem Unterschied zwi- 
schen der „ebenen“ 
und „gewellten“ Ver- 
teilung, läßt mit Si- 


N_® 
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Theoretische Intensitätsverteilung molekül in Dampf- 


für Cyclohexan, gerechnet für ein Halb- und 
Halbgemisch aus Stufen- und Wannenform 


Fig. 28 


form im Gegensatz 
zum Cyclohexanmole- 
kül eben oder nahezu 
eben ist. 

Mit diesen Modellen wollen wir daher die Auswertung 
der Aufnahmen mit dem Ziel der Abstandsmessung der 
Kohlenstofiatome durchführen. Zunächst muß aber noch die 
Multiplikation der Kurven mit dem winkelabhängigen Streuwert 
yw vorgenommen werden. Für den zur Berechnung von w not- 
wendigen Röntgenatomformfaktor stehen zwei Werte zur 
Verfügung. Nach den Ergebnissen verschiedener Autoren 
(Bernal, Brindley, Lonsdale, Ponte) besteht ein Unter- 
schied zwischen den F-Werten für das aliphatisch und aro- 
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matisch gebundene C-Atom. Dieser Unterschied hat zwar auf 
den Verlauf von w nur einen geringen Einfluß, nachdem 
die Werte vorliegen, wenden wir sie sinngemäß zur Berechnung 
des Streuvermögens an.!) Die gestrichelten Kurven in Be 
Figg. 27 und 28 sind die so korrigierten Intensitätskurven. 
Die Auswertung der Aufnahmen der cyclischen Verbin- 
dungen ist in der bisherigen Weise in der Tab. 7 gegeben. 


Tabelle 7 
GH CHyo 
er | sin 4/2 d | sin 9/2 | sin $/2 d 
i c—C I—z-— |4e-c | i c-C 
1 39) 0227 | 1,38] 4,4| 0,231 | 1,52 4,7| 0,243 | 1,53 
2  7,4| 0,421 | 1,40 | 7,6| 0,408 | 1,49 | 8,1) 0,431 | 1,50) 
3 | 14,4) (0,808) | (1,42) 12,6} 0,650) | (1,54) [12,7 | 0,661 | 1.53 
|18,9| 1,080 | 1,39 |19,6| 1,027 | 1,52 [20,11 1,087 | 154 
Mittel 1,39 + 0,03 AE | Mittel 1,51 + 0,03ÄE | Mittel 1,52 + 0,03 AE : i 


Der Kohlenstoffatomabstand ist im Benzol 1,39 + 0,03 AE im 
Cyclohexan 1,51 + 0,03 AE, also außerhalb der Fehlergrenze iat 
verschieden.?) 

Eine weitere Bestimmung des aliphatischen C-C-Ab- 
standes ist noch möglich am Cyclopentan. Das Molekülmodell 
des Cyclopentaus ist nach der Bayerschen Spannungstheorie — 
sicher eben (der Winkel zwischen den Valenzen ist 108°, also 
nahezu gleich dem regulären Tetraederwinkel). Die theoretische pe 
Intensitätsverteilung von Cyclopentan ist in Fig. 29 auf- 
gezeichnet, die Auswertung der Aufnahmen in Tab. 7 gegeben. 
Der C—C-Abstand ist 1,52 AE in Übereinstimmung mit dm 
an Cyclohexan gemessenen Wert. — Die Verwaschenheit des 
dritten Maximums in den Cyclohexanaufnahmen gegenüber der 
Schärfe beim Cyclopentan ist merkwürdig; denn die theore- 
tische Intensitätsverteilung (Fig. 28 und Fig. 29) fordert für 
beide Fälle nahezu dasselbe Aussehen. Möglicherweise liegt — 
der Grund für den Unterschied in der Tatsache begründet, en 


1) Wesentlicher ist der Unterschied in der Anzahl der (hier ver- on * 
nachlissigten) Wasserstoffatome. 

2) Der Abstand der dreifach gebundenen Kohlenstoffatome wurde 
von K. Hedfeld und R. Mecke (Ztschr. f. Phys. 64. S. 151. 1930) zu 
1,19-10-* em aus Absorptionsspektren des Acetylens bestimmt. f 
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Theoretische Intensitätsverteilung 
fiir Cyclopentan, 
gerechnet fiir den ebenen Fiinfring 


daß bei Cyclohexan ein Gemisch zweier Selina ow. annen- 
und Stufenform) vorliegt, während Cyclopentan einheitlich ist, 
Wir glauben eine Entscheidung zu ermöglichen durch Unter- 
suchung des Cyclohexans bei verschiedenen Temperaturen, wie 
es sich durch Anwendung einer heizbaren Dampfdüse er- 
reichen läßt. 

Wir vergleichen nun unsere Ergebnisse mit Réntgen- 
strukturbestimmungen von K. Lonsdale!) am Gitter des Hexa- 
methylbenzols (C,(CH,),). Diese Messungen erlaubten eine 
sichere Festlegung der Atomlagen im Molekül, da die Ele- 
mentarzelle nur ein 
Molekül enthält. Mit 
Sicherheit wird dort 
das ebene Modell 
(graphitähnlich) be- 
wiesen und der Ab- 
stand der aromatisch 
gebundenen C-Atome 
zu 1,42 + 0,03 ÄE 
angegeben. Im Kri- 
stallzustand treten 
also nahezu die- 
selben Dimensionen 
auf wie im Gas- 
zustand. Eine kleine 
Wellung im Kristall- 
zustand (kleiner als 

0,1 ÄE) scheint 
immerhin möglich, da die Struktur wohl zentrosymmetrisch ist, 
aber keine Symmetrieebene besitzt. 

Eine Verschärfung der am freien Benzol gewonnenen Aus- 
sagen hoffen wir noch demnächst durch Diskussion von Elek- 
tronenbeugungsaufnahmen an zwei- und dreifach chlorierten 
Benzolen geben zu können. 

Nachdem nun die Atomdimensionen für die aliphatische 
Bindung bekannt sind, können Fragen der Drehbarkeit an 
aliphatischen Kohlenstoffketten behandelt werden. Nach ver- 


T 


Fig. 29 


1) K. os Proc. er Soc. 123. S. 494. 1929, 
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schiedenen röntgenographischen Untersuchungen, von yon 
wir die von K. H. Meyer und R. Brill!) an der Laurinsäure 
und von J. Hengstenberg?) an langen Ketten (C,,H,,) nennen, 
ist die strenge Zickzackform aliphatischer Ketten im Kristall- 
verband bewiesen. 

Um über die Gestalt der Kohlenwasserstoffketten in 
Dampfform Näheres zu erfahren, untersuchten wir zunächst 
1,5 Dichlorpentan und dann Hexan und Pentan. Wir be- 
rechnen das Elektronenbeugungsbild voraus, welches für 
1,5 C1,C,H, unter der Annahme einer starren Zickzackkette 
und einem Winkel von 109,5° zwischen den Gliedern bei 
einem C—C-Abstand von 1,52 AE zu erwarten ist (Fig. 30). 
Der größtmögliche Abstand der 
Chloratome ist dann etwa 5 # 
bis 7AE. Der gefundene Ring- © ER = 
durchmesser ist damit nicht 7 >< 
yereinbar und weist somit auf 
eine Anderung des Abstands 
der endständigen Chloratome  1,5-Dichlorpentans gestreckt. 
(deren Streuvermögen dasjenige = 1,52 AE, b = 2,48 AE 
der Kohlenstoffatome beträcht- Plz Fig. 30 
lich überwiegt), infolge der freien Ra 
Drehbarkeit hin. — Pentan und uses: ann identische Auf- 

Werte: 0,245 und 0,405. Es ist klar, daß zunächst die ein- 
fache C—C-Periode (a in Fig. 30) im Beugungsbild auftreten 
muß. Die probeweise Auswertung des äußeren Ringes ergibt 
den Wert 1,5 ÄE, wie wir ihn auch bei Messungen an den 
cyclischen Molekülen für den Abstand aliphatisch ge- 
bundener C-Atome gefunden haben; der äußere Ring kommt 
also der Interferenz eines C-Atoms mit seinem nächsten 
Nachbarn zu. Der innere Ring entspricht einer Periode von 
25 AK. Das ist nun genau der Wert, der für den Abstand 
eines Kohlenstoffatoms von seinem zweitnächsten Nachbarn 
(> in Fig. 30) bei Annahme des festen Tetraederwinkels von 
109,50 zu erwarten ist. Die übrigen Perioden im Molekül 


1) K. H. Meyer u. R. Brill, Ztschr. f. Krist. 67. S. 570. 1928. 
2) J. Hengstenberg, ebenda 67. S. 583. 1928. 


nahmen. Die beiden deutlichen Maxima haben die 
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(zum drittnäch Atom) sind seltener und offenbar 
wegen der Drehbarkeit wenig definiert, worauf auch die Iden- 
tität der Pentan- und Hexanaufnahmen hinweist. 

Es ist also für die Struktur der Kohlenwasserstoffketten 
in Dampfform zu schließen: der Tetraederwinkel zwischen den 
einzelnen aliphatischen C—C-Bindungen bleibt erhalten (Pentan 
und Hexan); die einzelnen Glieder sind gegeneinander drehbar 
(1,5 Dichlorpentan).!) 

Zusammenfassend sei betont, daß alle Molekülmodelle, 
welche wir zur Deutung unserer Elektronenbeugungsbilder 
mit Erfolg benutzten, schon von der Stereochemie aus der 
chemischen Erfahrung gefolgert wurden. Die bisherige physi- 
kalische Erfahrung (Dipolmoment, Eigenfrequenzen usw.) hat 
sie gestützt; die Beugungseffekte geben den vielleicht ein- 
deutigsten Beweis ihrer räumlichen Realität. 


| Bemerkungen 


Atamshallinde in 


Zusammenfassung 


Es wird gezeigt, daß die Winkelverteilung eines Strahles 
homogener schneller Elektronen nach dem Durchqueren eines 
Beh, molekularen Dampfstrahls charakteristisch ist für die Struktur 
res des einzelnen Molekiils des untersuchten Dampfes. Ordnet 
man dem Elektron nach de Broglie eine Wellenlänge zu, so 
ist die von P. Debye theoretisch begründete und fiir Röntgen- 
strahlen experimentell durchgefiihrte interferometrische Ab- 
standsmessung am einzelnen Molekül sinngemäß auf die Elek- 
tronenbeugung übertragbar. 


Tabelle 8 
des wamaseanan WMarima 


Es wird die experimentelle und theoretische Methodik der 
Elektronenbeugung am Einzelmolekül dargestellt. 

Es können alle beim Verdampfen beständigen Substanzen 
untersucht werden; die Belichtungszeiten betragen Bruchteile 
von Sekunden; die theoretischen Grundlagen sind hinreichend 
genau bekannt, um Gestalt und Atomabstände des Moleküls 
festzulegen. 


Die mit der Elektronenbeugung an 20 Substanzen ge- 
wonnenen Ergebnisse werden angegeben und zum Teil mit 
der auf anderen Wegen gewonnenen Erfahrung verglichen. 


1) Röntgenuntersuchungen ergaben, daß im flüssigen Zustand 
die Ketten gestreckt sind. 
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In der Tabelle sind die wesentlichen Daten und Folge- 
rungen über die Struktur der Moleküle zusammengefaßt. 


Hrn. Professor H. Mark sage ich herzlichen Dank für 
viel Anregung und Hilfe in allen experimentellen und theore- 
tischen Fragen. Diejenigen Herren des Hauptlaboratoriums, 
die durch Herstellung verschiedener Präparate und Beratung 
in chemischen Fragen wesentlich zum Gelingen der Arbeit 
beigetragen haben, seien hiermit herzlichst bedankt. 


Ludwigshafen am Rhein, Hauptlaboratorium der I. G. 


Nachtrag bei der Korrektur (vgl. 8. 552): In der Frage der Winkel- 


änderung beim Übergang von CCl, zum CH,Cl, wurde nun noch Methyl- 
chlorid (CH,Cl) untersucht, um Auskunft über den C-Cl-Abstand zu 
erhalten. Das aus CH, hergestellte CH,Cl wurde erst im Vakuum 
destilliert (Stocksche Apparatur, durch Hrn. Dr. K. Schuster). — Es 
wurden 3 Ringe vermessen, die mit Sicherheit nur einer Periode, also 
dem C-Cl-Abstand zuzuweisen sind. Die (sin #/2)/A-Werte sind: 0,279, 
0,609, 0,865, woraus für C-Cl der Wert 1,85 + 0,06Ä folgt. Da er 
nahe gleich dem C-Cl-Wert im CCl, (1,82 Ä) ist, kann mit einiger 
Sicherheit geschlossen werden, daß er auch in den dazwischenliegenden 
Hydrierungsstufen nahezu konstant ist. Damit gewinnt die Erklärung 
der Zunahme der Cl-Atomabstinde durch Spreizung des Winkels (S, 551 
weiter an Wahrscheinlichkeit. — Wir berichten demnächst über die 
interferometrische Untersuchung der entsprechenden Bromide und Jodide, 
bei welchen der Gang des Dipolmoments gegenüber den Chloriden 
umgekehrt verläuft. 


i. (Eingegangen 23. November 1930) 
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Über die Fortpflanzung von Signalen 
in dispergierenden Systemen 


Dritter (letzter) Teil: Diskontinuierliche Systeme 
(symmetrische Vierpolketten) und gemischte Systeme 


Von Hans Georg Baerwald 


(Mitteilung aus dem Heinrich-Hertz-Institut für Schwingungs- 
| forschung, Berlin) 


(Mit 16 Figuren) are 


Inhaltsiibersicht: § 1. Allgemeines. Vergleichende Betrachtung 
von kontinuierlichen und diskontinuierlichen Systemen. — § 2. Die charak- 
teristischen Frequenzen und Frequenzgebiete eines diskontinuierlichen 
Systems, ihre Anzahl und Anordnungsmöglichkeiten ; allgemeine Sätze über 
das Verhältnis zweier Reaktanzen. Partiell und völlig reziproke Systeme. — 
§ 3. Die grundlegenden Dispersionssätze über diskontinuierliche Systeme. 
— § 4. Die aus den Dispersionssätzen sich ergebenden Sattelpunkts- 
bahnen und Fallinien als Bild des Signalablaufs. — §5. Systeme mit 
Extremalstellen höherer Ordnung ; Anwendung der verallgemeinerten 
Sattelpunktsmethode. Praktische Bedeutung dieser Systeme zur Nach- 
bildung dispersionsarmer Systeme (reine Verzégerungsschaltungen). — 
§ 6. Fortpflanzungsmaß, Wellenwiderstand und allgemeine Eigenschaften 
der gemischten Systeme. — Zusammenfassung. 


N 1. , Allgemeines. Vergleichende Betrachtung von kontinuierlichen 
; und diskontinuierlichen Systemen 

Kine vorangehende Untersuchung (L 17)) beschäftigte sich 
mit den Grundlagen einer allgemeinen Theorie der Signal- 
fortpflanzung in linearen dispergierenden Systemen und der 
Durchführung derselben für kontinuierliche verlustlose Systeme. 
In einer weiteren Arbeit (L 2) wurde dann untersucht, wie 
sich die Ausbreitungsvorgänge modifizieren, wenn ein System 
auch schwache energiedissipierende Elemente enthält. Aufgabe 
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der vorliegenden Untersuchung ist es, die Theorie der Sir 
fortpflanzung für diskontinuierliche Systeme (symmetrische 
Vierpolplatten) zu entwickeln. Dabei kann man sich wieder 
auf den Idealfall der Verlustlosigkeit beschränken, da die 
Verallgemeinerung auf Systeme mit geringer Dämpfung im 
allgemeinen aus L2 übertragbar ist. 

Im Anfang von L1 (8$ 2 und 3) war gezeigt worden, daß 
allen linearen dispergierenden Systemen die charakteristische 
Eigenschaft gemeinsam ist, daß ihre Fortpflanzungsgrößen: 
Fortpflanzungsmaß k(w) und Wellenwiderstand 3(w) als ana- 
lytische Funktionen der komplexen Frequenzvariablen nur 
gemeinsame Verzweigungspunkte zweiter Ordnung haben; daraus 
folgte bei Verlustlosigkeit die 


Kreuzglied 
Fig. 1 


T-Glied 
Fig. 2 


spiegelbildliche Lage von Durchlissigkeits- und Sperrgebieten 
(D- und S-Gebieten) längs der reellen w-Achse. — Unter 
diskontinuierlichen Systemen hatten wir iterative Ketten sym- 
metrischer Vierpole, d. h. nach der Cauerschen Äquivalenz- 
beziehung (vgl. L 6) Kreuzgliederketten verstanden. Aus den 
Grundreaktanzen des Kreuzglieds 8, und 8, (Fig. 1) ergaben 
sich die FortpflanzungsgréBen des Systems: 


a | (ga); 


3= [L1; (15)}. 
Als nicht so umfassender, aber praktisch wichtiger spezieller 
Systemtypus war der gewöhnliche Kettenleiter gestreift worden, 


als dessen Element man z.B. das T-Glied (Fig. 2) mit den 
Reaktanzen 8,*, 8,* ansehen kann; hier gilt: 


abwechselnde und zu w=0 
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=1-7 : 
(2) = Br [L 1; 16) | 


Zwischen den 8, and BF bestehen die Aquivalenzbeziehungen 
L 1; (17), aus denen hervorgeht, daß die Klasse der gewöhn- 
lichen Ketten in der der Kreuzgliederketten enthalten ist. — 
Betrachtet man andererseits kontinuierliche Systeme, so scheint 
es zunächst, als ob zwischen ihnen und den diskontinuierlichen 
eine sehr weitgehende Analogie besteht: sie ließen sich nämlich 
allgemein aus den gewöhnlichen diskontinuierlichen Ketten 
durch kontinuierliche Verteilung der Reaktanzen 3,* und 3,* 
gewinnen. Bezeichnet man hiernach mit 3,(@) die Längs- 
impedanz, mit 1/3, (w) den Querleitwert eines in dieser Weise 
dargestellten so ergab sich: 


(3) (6 Virb - 

Die nähere Betrachtung lehrt indessen, daß die genannte 
Analogie zum Teil nur formalen Charakter hat, da zwischen 
den beiden Arten insofern eine erhebliche Inkonguenz besteht, 
als die diskontinuierlichen Systeme eine viel größere Mannig- 
faltigkeit darstellen als die kontinuierlichen. Das äußert sich 
schon darin, daß kontinuierliche Kreuzglied- und T-Gliedleiter 
identisch sind, während bei Diskontinuen die Klasse der 
Kreuzgliedleiter bedeutend umfassender ist. Noch wesentlicher 
aber ist ein anderer Unterschied: Während die 8,* und 2,* 
ganz beliebige Reaktanzen darstellen, die unabhängig von- 
einander wählbar sind, ist das bei den 3, 3,, denen ja oft 
nur formale Bedeutung zukommt [vgl. das Beispiel des opti- 
schen Mediums: L1,(18); L 2, $ 6!], keineswegs der Fall; für 
diese ergab sich vielmehr die einschränkende Bedingung nr 1, 


§ 4, Dispersionssatz III), daß die gerade Funktion h=—- - 
auf einer Seite der reellen Achse abwechselnd Pole und Null- 


stellen haben, d. h. monoton verlaufen, also sich dort wie eine 
Reaktanz verhalten muß.!) Schließlich verlangen physikalisch 
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es die fiir sie geltenden Dispersionssätze allgemeiner sein werden 


_ §2. Die charakteristischen Frequenzen und Frequenzgebiete 
eines diskontinuierlichen Systems, ihre Anzahl und Anordnungs- 

möglichkeiten; allgemeine Sätze über das Verhalten zweier 

Reaktanzen. Partiell und völlig reziproke Systeme 


Zur Gewinnung dieser Gesetzmäßigkeiten wird man über 
das Studium des Verhaltens der Funktion 9 = — 4 gelangen, 


2 
von der nach (1) k abhängt. Hierzu muß man von der all- 
gemeinen Darstellung der 8, ,, dem Reaktanztheorem [L 1 (27)] 
ausgehen.!) 
h (w- @") (w* — (a? — _ 2) 


0) (0? 04)... — 1) 


a—e)} (—1)*-h und reell und positiv; & 
0S <  < <@m-ı< Wan < 0; 
daraus: 


Hieraus ergeben sich unmittelbar folgende Eigenschaften + von n 9: 
Satz I: § ist eine reelle gerade Funktion der Frequenz. 
Satz II: § hat die Stellen © = 0, » = stets zu Doppel- 


- stellen (o’= = = 0) und ist dort negativ oder hat speziell 


Doppelwurzeln” oder Doppelpole. 
Wir nehmen im folgenden stets an, daß § außer w gleiche 
Linearfaktoren in Zähler und Nenner nicht mehr enthält, d.h. 


1) Vgl. das Reaktanztheorem, z.B. Zobel, L17; oder Baerwald, 
L3, dort weitere Literatur! 


oe er streng behandelte Fälle, daß sich § für © — oo wie w%, da 
ae Pe also 3, induktiv, 3, kapazitiv verhält [vgl. L 1, § 6 (36) sowie scl 
a 58.8317). — Hiernach steht zu erwarten, daß entsprechend der ste 
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daß 3, und 8, keine gemeinsamen endlichen, von Null ver- 
schiedenen Wurzeln und Pole haben. — Da die Verzweigungs- 
stellen von k, die Grenzfrequenzen o, (L 1, S. 308), nach (1) 
die Stellen: cos k=+ 1 sind — falls dieselben einfach sind —, 
und die D-Gebiete diejenigen Bereiche, wo k = reell, also | cosk | 
<1 ist, so gilt nach (1): 

Satz III: Die beiden Arten von Grenzfrequenzen des 
Kreuzgliedleiters sind die einfachen Nullstellen und Pole 
von 9; jene sind die Stellen, wo cos k =—1, diese, wo 
cos k =+ 1 ist, sie sollen als w,- bzw. w_-Stellen bezeichnet 
werden. Die D-Gebiete sind die Intervalle, in denen 9 > 0, 
die S-Gebiete die, wo § < 0 ist. — Nach Satz I liegen die 
D- und S-Gebiete spiegelbildlich zu w = 0. 

Da mit 3, und 3, auch eine Serienkombination (3, + AB) 
für 4>0 eine realisierbare Reaktanz darstellt, also nach (4) 
keine mehrfachen Wurzeln haben kann, so kann §’ für posi- 
tives endliches § nicht verschwinden. Dagegen wechselt $ 
das Vorzeichen an Doppelwurzeln und -polen von $, den 
Stellen, die zugleich Wurzeln von 3, und Pole von 8, sind 
bzw. umgekehrt; wir bezeichnen diese kurzweg als 4,- bzw. 
4..-Stellen. Man erhält hiernach folgenden Satz über die 
D-Gebiete: 

Satz IV: In einem D-Gebiet verläuft $ außer an 4-Stellen 
monoton (+0); an jeder solchen wechselt dagegen §’ das 
Vorzeichen. Daraus: Enthält ein D-Gebiet keine 4-Stelle 
so wird es von Grenzfrequenzen verschiedener Art begrenzt, 
desgleichen, wenn in ihm eine gerade Anzahl 4-Stellen liegen; 
bei ungerader Anzahl von solchen gleicher Art. 

An einer 4,-Stelle gilt nach dem Reaktanztheorem (4): 

8, zilu, = 
bzw. umgekehrt für eine Stelle 4,,, Daraus folgt: 

bei 4, baw. bei Am, 
also in der Umgebung von 4, bzw. Ao: $20; demnach 
(Satz III): 

Satz V: 4-Stellen liegen stets in D-Gebieten, 

Da sich an 4-Stellen 3, und 8, widerstandsreziprok ver- 
halten, sollen Systeme, die keine 4-Stellen enthalten, als nicht- 
8. 


mit > 0 


Annalen der Physik. 5. Folge. 
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die teils 4-, teils w,, „-Stellen haben, als 
partiellreziprok und solche, bei denen alle Pole und Null- 
stellen von $ Doppelstellen sind, als völlig reziproke Systeme 
bezeichnet werden. Letztere spielen in der Nachrichtentechnik 
als „Phasenausgleichsglieder“ !) eine besonders wichtige Rolle, 
Für sie gilt 

Satz VI: Die Grundreaktanzen völlig reziproker Systeme 
sind reziprok: 8, 8, = 8? = const. Sie haben keine Grenz- 
frequenzen und S-Gebiete; ihr D-Gebiet erfüllt die gesamte 
reelle w-Achse. 

Über die S-Gebiete lassen sich keine so weitgehenden 
Aussagen machen wie über die D-Gebiete; die Gültigkeit des 
Satzes 1V ist im allgemeinen auf die D-Gebiete beschränkt. 
Doch bestehen auch hier Gesetzmäßigkeiten: Aus dem Re- 
aktanztheorem (4) folgt zunächst unmittelbar 

Satz VII: Es können nur immer höchstens 2 Pole oder 
2 Nullstellen von $ aufeinander folgen. Insbesondere müssen 
in dem gleichen D-Gebiet 4,- und 4,,- Stellen einander ab- 
wechseln. 

Falls nun speziell in einem nichtreziproken System durch- 
weg ®,- und @,-Stellen (auf einer reellen Halbachse) ab- 
wechselnd liegen, so haben ja in der FEN ER 
von §, die aus lauter Termen der Form Ä 


besteht, alle Residuen c, das gleiche Vorzeichen. Dann ver- 
läuft § auf jeder reellen Halbachse (abgesehen von den Polen) 
monoton, also gilt in diesem Sonderfall Satz 1V auch für die 
S-Gebiete. 

Satz VIII: In einem System mit durchweg (auf einer 
Halbachse) abwechselnden Grenzfrequenzen ist ’ auch in 
jedem S-Gebiet von einerlei Vorzeichen. 

Fig. 3 zeigt als Beispiel schematisch einen möglichen Teil- 
verlauf von $, der auch die möglichen Besonderheiten zum 
Ausdruck bringt. 

Man braucht nun noch Aussagen über die Gesamtzahl 
der charakteristischen Stellen und Gebiete. Hierzu geht man 
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eine Reaktanz 3 

(6) nen+l+o (=:- 1) 
Nullstellen und ebenso viele Pole [v=0 und ein 
geschlossen]; f kann man also als „Freiheitsgrad“ von 8 an- 
sprechen. — Die in (5) vorkommenden Größen sollen für 8, 
und 3, mit den Indizes 1 bzw. 2 versehen werden. — Sieht 
man zunächst von endlichen, von 0 verschiedenen 4-Stellen — 5 
ab, so erkennt man, daß im ganzen 2F = 2(f, +f, — 2) Greus- : 


2 f 


Möglicher Teilverlauf von § (a) 
Fig. 3 


biete; denn Greusirequensen sind dann alle Pole oA. Null- 
stellen von 3, und 8, außer 0 und oo, die nach Satz II» rer 
Doppelstellen von §, also nicht Verzweigungspunkte von k 

sind. — Kine 4-Stelle kann man sich nun in der Weise ent- — 

standen denken, daß ein von zwei gleichartigen Grenzfrequenzen u 
flankiertes S-Gebiet auf 0 zusammenschrumpft. Bezeichnet _ ae 
man mit d, die Anzahl der endlichen, von 0 verschiedenen © 
4,-Stellen "he. mit d,, die der A.-Stellen, so ergibt sich Be 

Satz IX: Die Anzahl der D- oder S-Gebiete ist 


(6a) F =(f,+f,—2)—(d,+4.), 
die der w,-Grenzfrequenzen: 
(6b) (f, +f,—2)—(6, + 0,) 2d.;, 


die der ®,-Grenzfrequenzen: 
(6c) +f —2) + (0, +05) — . 
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Stellen 
o =0 und = wo eine Sonderrolle. Es wird daher zweck- 
mäßig sein, das dortige Verhalten von $, über das Satz II 
allgemein aussagte, näher zu charakterisieren. Aus (4) und (5) 
folgt hierzu 

Satz X: =0 liegt in einem D-Gebiet [D,], wenn 
7+n,=1 ist, sonst in einem S-Gebiet [S,]; speziell ist — 
im Fall von D, — w=0 eine 4,-Stelle für 7, =1, eine 
Ac-Stelle für 7, =1. w =o liegt in einem D-Gebiet [D..], 
wenn 5 +%,=1 ist, sonst in einem S-Gebiet [S.]; speziell 
ist — im Fall von Do — w=oo eine 4.,-Stelle für « =1, 
eine 4,-Stelle für «, = 1. 

Außer den bisher betrachteten Stellen werden noch die 
Punkte von Bedeutung sein, wo cosk = oo wird; das sind 
nach (1) die Stellen: 5=—1. k selbst wird dort logarithmisch 
unendlich, d.h. e-** hat dort einfache Nullstellen bzw. Pole 
(im oberen bzw. unteren Blatt der Riemannschen k (»)-Fläche). 
Wir bezeichnen diese Punkte allgemein mit w,.. Ihre Gesamt- 
zahl ist entsprechend dem Grad der Gleichung: 8, = 8, gleich 
(fi +f,)- Im allgemeinen werden sie teilweise konjugiert komplex 
sein; die Anzahl der reellen kann auf Grund des Reaktanz- 
theorems nicht bestimmt werden, da (3, — 8,) im allgemeinen 
keine realisierbare Reaktanz darstellt. Man kann nur feststellen, 
daß diese Zahl mindestens gleich der absoluten Differenz der 
‘Polzahlen von 8, und 8, ist, da die Existenz ebenso vieler 
reeller Schnittpunkte der Kurven 8, (0) und 8, (w) sichersteht. 
Nach (4) und (5) steht hiermit die Realität von wenigstens 
|f, — f,! Stellen ©. fest. Andererseits folgt (vgl. Satz VII), 
daß jedes ungleichartig begrenzte S-Gebiet mindestens eine — 
und wie eine nähere Diskussion der Kurve $(») zeigt, im 
allgemeinen nur eine, lediglich in Ausnahmefällen !) drei — 
(reelle) Stelle w,, enthält, jedes gleichartig begrenzte entweder 
keine oder zwei [vier oder mehr sind, wie die nähere Diskussion 
lehrt, unmöglich!]). Somit ergibt sich eine Mindestzahl ungleich- 
artig begrenzter S-Gebiete und daraus wieder eine Höchstzahl 
von 4-Stellen; denn als Mindestzahl der reellen w,,-Stellen 


1) Wenn Residuen benachbarter Pole größenordnungsmäßig ver- 
ist in Fig. 3 rechts angedeutet. 


der ı 
heits: 


Gren: 


572 H.G. Baerwald Fort 
m 
erhä 
{ ) (f 
so V 
sind. 
jede: 
begr 
zwei; 
ASt 
cha 
14) ay" 
Wei: 
83. 
= 
er ! 
§ 4 
7: 
Wir 
der : 
sagt 
vel 
— 
— 
Satz 
sc sind ( 


erhält man ja andererseits die Anzahl der ungleichartig u > 
grenzten S-Gebiete. Wir fassen diese Ergebnisse zusammen in 


Satz XI. Die Gesamtzahl der Stellen [cosk = co] 
(f,+f,). Davon sind wenigstens |f, —f,|, andrerseits mindestens 
so viele reell, als ungleichartig begrenzte S-Gebiete vorhanden Ber 
sind. Jedes solche enthält (im allgemeinen) einen Punkt Bi ; 
jedes gleichartig begrenzte zwei oder keinen. An ungleichartig Rz 4 
begrenzten S-Gebieten sind dann im allgemeinen mindestens 
If} —f,| vorhanden, also wenigstens doppelt so viele Ver- 
zweigungsstellen (w, ,) und höchstens (f, + f,— |f, — fi) 
A-Stellen. 

Auf Grund der Sätze I—XI, in denen die Hanpteigen- 
schaften der Funktion § zusammengestellt sind, kann nunmehr 
k(w) selbst untersucht und damit in der aus L 1 bekannten 


Weise der Signalverlauf berechnet werden. 


$3. Die grundlegenden Dispersionssätze über diskontinuierliche 
Systeme 


In diesem Paragraphen sollen analog zu der Darstellung 
der Dispersionseigenschaften kontinuierlicher Systeme in L 1, 
§ 4 die der Diskontinuen beschrieben und bewiesen werden. 
Wir beginnen mit dem ersten Dispersionssatz, dem einzigen, 
der sich fast earth auf Diskontinua übertragen läßt. Er 


sagt aus, daß k’= 7 , die reziproke Gruppengeschwindigkeit ea 
[vgl. hierzu L 1 64), sowie L 5] in D-Gebieten positiv ist: | 


Dispersionssatz I. Die Funktion k’ ist in den D-Gebieten : ts 
der verlustlosen diskontinuierlichen Systeme =O; das Gleich- _ 
heitszeichen gilt nur für w =o.) Sie wird ferner an jeder 
const 


Grenzfrequenz & , wie unendlich. 


(4 


+ 

1) Kk ENT auch für © = 0, falls dort S, vorliegt a 

Satz X), doch ist das ohne Interesse, da dann X um o = 0 herum er 

imaginär ist; das Gleiche gilt für alle Stellen $’= 0, die keine 4-Stellen | 

sind (vgl. Satz IV und Fig. 3!). 
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Es sei nun daran erinnert, daß, wenn wir uns gemäß L1, 
$ 3 die Verzweigungsschnitte wieder geradlinig durch die S- 
Gebiete gezogen denken, unmittelbar unterhalb derselben % aus 
energetischen Gründen negativ imaginär sein muß [da eine 
fortschreitende Welle e-‘"* — positives n! — in S abklingen 
muß; vgl. L 1, § 3]. Das involviert wiederum wegen des Ver- 
zweigungscharakters von k(w) die Tatsache, daß k’(w) an den 
Enden eines D-Gebietes (im oberen Blatt der Riemannschen 
Fläche) positiv reell ist [vgl. L1, 84 (S. 310 oben)], und zwar, 
wie man unmittelbar aus (1) verifiziert, in der in Dispersions- 
satz 1 angegebenen Weise unendlich wird. Innerhalb eines 
D-Gebietes könnte nun ein doppelter Vorzeichenwechsel von k’ 
nur durch einen solchen von §'// zustande kommen, da 
(1 +9) dort positiv ist (Satz III. Enthält das D-Gebiet keine 
4-Stelle, so ist Y&$ dort von einerlei Vorzeichen, ebenso nach 
Satz IV §’; an jeder 4-Stelle aber wechseln VY und §’ zugleich 
das Vorzeichen. Liegt ferner ® = oo in einem D-Gebiet, so 
verhält sich nach Satz X § dort entweder wie const-w? oder 
wie const/w»®, wobei const > 0, also nach (7) k’ wie const/w*. — 
Damit ist der erste Dispersionssatz bewiesen. 

Es sei darauf hingewiesen, daß derselbe schon früher von 
Zobel (L 17) bewiesen wurde — natürlich ebenfalls auf Grund 
des Reaktanztheorems —, und zwar für gewöhnliche Ketten- 
leiter (2), d.h. ohne besondere Berücksichtigung der 4-Stellen, 
sowie ohne den Zusatz bei = oo. Er findet sich auch bei 
Küpfmüller (L10), aber nicht mit Beweis, sondern lediglich 
als Aussage von physikalischer Evidenz. 

Untersucht man nun die Funktion k(w) selbst, die in den 
D-Gebieten wegen der angenommenen Verlustlosigkeit den 
Phasenwinkel pro Kettenglied bedeutet, so folgt unmittelbar 
aus (1) und Satz III, IV, daß sie in einem D-Gebiet, das keine 
4-Stelle enthält, um a zunimmt, wenn man es in Richtung 
wachsender Frequenz durchläuft. An einer 4-Stelle ist 
cook=+1; also k = 0 mod a wie an einer Grenzfrequenz, 
aber unverzweigt: k = const-@ mod z (const > 0), d.h. k’ endlich, 
wie schon beim Dispersionssatz I gezeigt. Daher nimmt all- 
gemein in einem D-Gebiet mit p 4-Stellen k um (p +1) 
zu. — In einem S-Gebiet wird am Unterrand des Verzweigungs- 
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L1, hat nun cosk einen einfachen Pol, d.h. & einen logarithmischen 

S- Windungspunkt: k = — i ln (wo — w,,); Beim Passieren von @% 
aus findet also ein Sprung um x statt.’) Nach Satz XI hat dem- 
sine nach k an den Enden eines ungleichartig begrenzten S-Gebietes 


gen gegenphasige Werte, eines gleichartigen gleichphasige; das letzte 
‘er- | steht im Einklang mit der Möglichkeit, daß das S-Gebiet zu 
den einer 4-Stelle zusammenschrumpft. — Wir fassen zusammen zum 


hen Dispersionssatz II. Durchläuft man ein D-Gebiet eines 
fe, verlustfreien kontinuierlichen Systems, welches p 4- Stellen 
ape: enthalt, in Richtung wachsender Frequenz, so nimmt k um 
— (p + 1) m zu. — An den Enden eines ungleichartig begrenzten 
6 $-Gebietes ist k in Gegenphase, eines gleichartigen in Gleich- 
ds phase. 
= [Ein Teil dieses Satzes steht bei Küpfmüller (L 10). 
ach Es würde bereits zu Anfang (§ 1) darauf hingewiesen, daß 
ich die diskontinuierlichen Systeme eine bedeutend größere Mannig- 
” faltigkeit darstellen, als die kontinuierlichen und man daher 
der bei jenen die Existenz von so einfachen und speziellen Dis- 
a persionsgesetzen, wie sie fiir diese gelten, nicht wird erwarten 
können. In der Tat lehren die im vorangehenden Paragraphen 
bee für § gewonnenen Sätze bzw. ein Blick auf Fig. 3, daß der 
nd dritte und vierte Dispersionssatz der Kontinuen [vgl. L 1, § 4; 
" Satz III besagte die abwechselnde Lage der beiden Grenz- 
vr. frequenzarten auf einer reellen Halbachse, Satz IV die Un- 
bei möglichkeit von 4-Stellen von § (3) außer o=0 und w= oo] 
ch hier bestimmt nicht gelten können. Dann wird das gleiche 
auch für den Satz II der Kontinuen (L 1, 84) zu vermuten 
en: sein, da derselbe diese beiden zur Voraussetzung hatte; gerade 
= der letztgenannte Satz, der eine eingehende Aussage über das 


er Verhalten von k’ in irgendeinem D-Gebiet machte, bildete aber 


= 1) Wenn das System schwache Dämpfungsverluste hat, so findet 

14, statt dessen ein stetiger Übergang statt. Hierbei kann Re +) negativ — 
+h, werden; das bedeutet jedoch keinen’Widerspruch zum Dispersionssatz I, _ 
ll- da dieser fiir die D-Gebiete gilt. Ubrigens ist das auch physikalisch 

« evident, da X nur im Falle einer ganz oder sehr nahezu ungedämpften 

Fortpflanzung die Bedeutung einer reziproken Signalgeschwindigkeit — 

er zukommt [vgl. L2]. — Wir erwähnten diesen Punkt nur deshalb, weil 
oo der genannte Einwand öfters gemacht wird. 
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dort eine wesentliche Grundlage fiir den Aufbau der allgemeinen 
Signalfortpflanzungstheorie. Er besagte, daß in einem D-Gebiet k” 
nur eine Nullstelle, also k’ nur ein Minimum hat. Was kann 
man nun über das Verhalten von k’ bei diskontinuierlichen 
Systemen aussagen? 

Hierzu betrachten wir zunächst den den eben erwähnten 
Sätzen II] und IV von L1, §4 entsprechenden Sonderfall, daß 
auf jeder reellen Halbachse alle Nullstellen und Pole von $ 
abwechselnd liegen, wobei nach Satz IV 4-Stellen ausgeschlossen 
sind. Für diese speziellen Diskontinuen läßt sich dann auch 
die Gültigkeit von Satz II von L1, § 4 beweisen: Denn in 
diesem Fall haben in der Partialbruchdarstellung von 9: 


o kann 

‘ + o,,? 
(8a) = — 36 2 

(x 

außer für = 0 und » = 00 nicht verschwinden, ” verläuft 
zwischen zwei benachbarten Polen [d. h. in einem D- und be- 
nachbarten S-Gebiet] monoton. Wegen der Vorzeichengleichheit 
der c, hat ferner jede Gleichung $ = / für reelles A lauter 
reelle Wurzeln; wegen der Ein-Eindeutigkeit der Beziehung 


cos k = 25 1 =R (w) folgt das Gleiche auch für R(o) und 


damit die Darstellungsform (8) und deren Konsequenz (8a). 
(cos ky’ verläuft also zwischen zwei Polen monoton, d. h. cos k 
kann in einem D-Gebiet nicht mehr als einen Wendepunkt haben. 
Daraus folgt das Gleiche für k selbst, da dieses dann offenbar 
zwischen Null und a (mod z) eine Gerade höchstens dreimal 
schneiden kann. Wir gewinnen also den 

Dispersionssatz IIIa. Wenn die Pole und Nullstellen von 
§(w) auf einer reellen Halbachse sämtlich abwechselnd liegen, 
so verläuft in jedem D-Gebiet k” monoton, k’ hat nur ein 
Minimum (vgl. Fig. 4. [Analogon zu Satz II der Kontinua: 
L 2, 84] 

Die Hauptfrage ist nun aber die nach dem Verhalten von 
k’ bei Aufgabe dieser weitgehenden Einschränkung von 9; 
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‘a, also eine w_-Stelle ist — im umgekehrten Fall können die 


weisen, daß es als Bedingung dafür, daß in einem bp onl 
D-Gebiet k’ nur ein Minimum hat (Figg. 4 und 5, Kurve SZ 
nicht notwendig ist, daB alle S-Gebiete ungleichartig _— 
sind, wie in Dispersionssatz IIIa vorausgesetzt, sondern hin- — 
reicht, daB die beiden Nachbar-S-Gebiete diese oak 
haben. Hierzu betrachten wir irgendein D-Gebiet, dessen 


ta 


Verlauf von k(o), k’ (a) 
und k” (@) in einem gewöhnlichen für X (w) in einem D-Gebiet 
D-Gebiet ohne 4-Stellen ohne 4-Stellen 


Fig. 4 Fig. 5 


untere Grenzfrequenz: w, 2. B. eine w,-Stelle, dessen obere: 


nachfolgenden "Schlüsse völlig analog durchgeführt werden! 
Nach (1) und (4) läßt sich — wenn man entsprechend der 
obigen Voraussetzung von 4-Stellen absieht — § als Rpoduas- ae 
quotient der Form darstellen: “= 


(9) H = const- 


Wir schreiben dies in dem betrachteten D- Gebiet nach 
Satz III, IV in der Form: 
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Nach a dann: 

Hieraus gewinnt man durch die Substitution 


Vo @,)(@, — @) 


(11) o= 22=0,+0,, 20=0,—m,>0; f(w) = y (a): 


Vo 2 
1— 2 > Q: 
(12) 9 — > ey 


für |z|<(l q>u>d. 
(Transformation des betrachteten D-Gebietes auf das Intervall 
(—1, +1)}. Da die Pole und Nullstellen von g außerhalb 
(+1) liegen, sind beide Faktoren von (12) bezüglich ihres 
allgemeinen Verlaufes in (+ 1) diskutabel. Um mit dem zweiten 


za beginnen: Das Glied era wird an den Grenzen z= +1 
unendlich und hat bei = 0 ein Minimum, Y1 — a? ver- 
schwindet an den Grenzen und hat bei s = 0 ein Maximum. 
Man sieht also, daB der gesamte zweite Faktor die allgemeine 
Gestalt: „+ oo an den Enden, dazwischen 1 Minimum“ um so 
ausgeprägter hat, je kleiner g’/g ist. Der größte hierfür noch 
aa Wert wäre 


= 2 bei 0 [allgemein 


1-2 
Andererseits muß bei z = 0 ¥ > — 2 bleiben, da k’> 0 ist 


@ —2 
allgemein ry > 


ist; denn schreibt man @ in der Produktquotientendarstellung (9), 
so erhält man die Form: 


(13) 


worin die z_, die Pole und Nullstellen links von — 1, die 
4, die rechts von + 1 bedeuten und die e; „gleich + 1 oder 
— 1 sind, je nachdem, ob Nullstellen oder Pole vorliegen, deren 
Wechsel entsprechend Satz VII stattfindet; also wird: 


(14) 


(— x) 


|; was in der Tat auch stets erfüllt 
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Aus (14) ist ersichtlich, daß in D stets © < x ist, wie 
bereits aus k’> 0 gezeigt, daß ferner g’/p dann am kleinsten, 
ist, wenn die Stelle x_, ein Pol, 2,1 eine Nullstelle von § ist, 
also beide Nachbar-S-Gebiete ungleichartig begrenzt sind, daß 
andererseits g’/p dann am größten ist, wenn umgekehrt z_, 
Nullstelle, &,ı Pol ist, d. h. die Nachbargebiete gleichartig 
begrenzt sind; denn im ersten Fall haben die beiden von z_ı 
und £,;ı herrührenden Summanden von g’/g, die ja den Haupt- 
einfluß haben, beide negatives, im zweiten positives Vorzeichen. 
— Wir betrachten nun den ersten Faktor von (12). Man sieht, 
daß er sich, falls _; Pol, 2, Nullstelle ist, an diesen Stellen 
wie Y|@— z;ı| verhält, sowie in Richtung nach x = 0 negativ 
wird, im umgekehrten Fall dagegen positiv. Da er in D selbst 
positiv ist, muß er dort in Richtung nach z = 0 ansteigen, 
wird also im ersten Fall in D ein Maximum haben; im zweiten 
wird das nicht immer zu erwarten sein, das Maximum wäre 
zumindest flacher, könnte aber auch zu zwei Maximis mit 
eingeschlossenem Minimum werden. Be 

Diese flüchtige Diskussion von (12) zeigt bereits, daß man 
im Falle ungleichartiger Begrenzung beider Nachbar-S-Gebite —__ 
stets nur ein Minimum von K in D zu vermuten hat, coe 


biet ist; denn dann gilt in (12): 


const 
C,2 + Cy 


(15) pm const; k’ m 


Kine eingehendere Diskussion von (12), auf deren Mitteilung 
wegen ihrer Weitläufigkeit hier verzichtet wird, bestätigt das: z 
Bei ungleichartig begrenzten Nachbargebieten hat k’ in D nur ie 
ein Minimum. In allen anderen Fallen ist es unter igen . 


Fig. 5, Kurve II ER — bzw. im Grenzfall ein Extremum ye 
3. Ordnung: und zwar kann das nur dann eintreten, wenn 
wenigstens ein gleichartig begrenztes Nachbar-S- Gebiet kurz 
gegen D oder im besonderen Fall höchstens von etwa gleicher 
Länge ist. Genauer gesagt, besteht diese Vorbedingung 
darin, daß die Residuen dreier benachbarter Pole von § ab- > 
wechselnde Vorzeichen haben und der Betrag des mittleren 
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klein gegen wenigstens eines der beiden anderen ist; man macht 
sich leicht klar, daß dann § in einem Gebiet zwischen 2 Polen 
zwei Wendepunkte haben kann. Falls jetzt die Funktion §, die 
aus § durch Abzug der zu diesen beiden Polen gehörigen 


17 
Partialbruchsummanden entsteht, dort genügend groß ist, können y 
diese beiden Wendepunkte in den Teil des Gebietes fallen, 
wo > 0 ist, d.h. in das betrachtete D-Gebiet; beim Uber. 
gang zu k = arccos a muß dann, wie man leicht sieht, # 
entweder ein Wendepunkt fortfallen oder einer hinzukommen, a 


In dem besprochenen Fall kann also k in D drei Extrema beks 
haben, muß es aber nicht. Es läßt sich im Gegenteil zeigen, 
daß in zwei aufeinanderfolgenden D-Gebieten, auch wenn sie 
beiderseits von gleichartig begrenzten S-Gebieten flankiert Rol 
sind (vgl. Fig. 3 links), k’ nicht je drei Extrema haben kann, Null 
sondern dies nur in einem von beiden. 0 

Da es sich, wenn in einem D-Gebiet drei Extrema von K 


auftreten, stets um relativ kurze Nachbar-S-Gebiete handelt - 
(vgl. o.), wird ein innerer Zusammenhang der zuletzt mitgeteilten iM 
Gesetzmäßigkeit mit den bisher ausgeschlossenen 4-Stellen zu glei 
vermuten sein, zu denen ja die gleichartig begrenzten S-Ge- stel 
biete degenerieren können; denn dieselbe sagt auch noch über dies 
den Grenzfall, in dem drei benachbarte 4-Stellen entstehen, füh 
etwas Bestimmtes aus. In der Tat kann man folgenden un- Bel 
mittelbar hiermit zusammenhängenden Sachverhalt beweisen: S-C 
In einem völlig reziproken System, für das ja (Satz VI) Grt 
§ =— & [8 = Reaktanz; R = konstanter Widerstand] gilt, 4 
ist die Anzahl der reellen Stellenpaare k” = 0 (Extremapaare wl 
von k’) höchstens gleich der der 4-Stellenpaare, das Paar 0,00 

eingeschlossen, also nach (5) und Satz XI héchstens gleich f. (18 


Zum Beweise bilden wir (der Einfachheit halber mit R = 1): 


Bs 2885 28,7 + 88": 


gilt ( 
= 
. 
— 
Da für 8 die Partialbruchdarstellung 
gel 
. c, @ 1 
(16) > ; ¢, > 0 für alle x 
be; 
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(5) und (7) sowie Satz VI und X ergibt sich übrigens leicht 


gilt (vgl. z.B. L 3), so verifiziert man leicht: 


8”, —+",...gehen zwischen 2 Polen monoton 
von —oo nach +00, As 


(17), -i 2’, —+8”, —78",...gehen zwischen 2 Polen von + co 
über ein einziges positives Mini- 
mum wieder nach +00. 


Daraus schließt man folgendes: Die Pole von § sind ja die 
4,-Stellen von k; zunächst folgt also, daß $’ zwischen zwei 
4,-Stellen einmal verschwindet; das ist bereits von vorher 
bekannt: $ geht an der nach Satz III dazwischenliegenden 
4,-Stelle durch Null. Weiter folgt aber, daß auch §'” zwischen _ 
4,,-Stellen nur einmal verschwindet; nach 
Rolleschen Satz kann also §” dort höchstens zweimal durch 
Null gehen. Da zwischendurch eine 4,-Stelle liegt, kann es 
also im ganzen nicht mehr Nullstellen von §” als 4-Stellen 
geben. Nun folgt aus (16), daß jede Gleichung 9 = für 
4=0 lauter reelle Wurzeln hat; daraus schließt man das 
gleiche für R(w) = bei und damit fir die Null- 
stellen von ®” dasselbe wie für die von $”. Führt in 
dieses Beweisschema, das mit dem zum Dispersionssatz Ila 
führenden identisch (vgl. d. !), zu Ende, so ergibt sich die obige ee 
Behauptung. — Läßt man jetzt wieder die 4-Stellen zu kurzen 
S-Gebieten auseinanderrücken, so folgt daraus die oben auf 
Grund von Kurvendiskussion erhaltene Tatsache, daß nicht in 
benachbarten D-Gebieten k’ je drei Extrema haben kann. — Aus 


folgende Darstellung von k’ in völlig reziproken Systemen: 


(18) k= (0) , fg, = Polynom vom Grade (f— 
92 (@*) ’ In, = ” ” ” f 


Zusammenfassend läßt sich also folgendes über den Verlauf 
von k’ aussagen: 

Dispersionssatz III. In einem verlustlosen Diskontinuum ver- 
läuft k’ in einem D-Gebiet, das keine 4-Stellen enthält, im all- 
gemeinen von + 00 über ein positives Minimum wieder nach +00. 
Dies ist stets der Fall, weun das D-Gebiet von zwei ungleichartig 
begrenzten S-Gebieten flankiert wird. Ist aber wenigstens das 
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eine gleichartig begrenzt, so kénnen, falls dasselbe kurz (oder 
höchstens etwa gleich lang) im Vergleich zum D-Gebiet ist, k’ 
in diesem drei Extrema auftreten — bzw. im Grenzfall ein Ex- 
tremum 3. Ordnung. Das ist aber immer nur höchstens in 
einem von zwei aufeinanderfolgenden D-Gebieten möglich. — 
Sind ferner 4-Stellen vorhanden, so kann zu den aufgezählten 
höchstens je ein weiteres Extremum von k’ pro 4-Stelle hin- 
zukommen (doch ist die Anzahl der Extrema in einem D-Ge- 
biet, da an seinen Enden k’-> +00, stets eine ungerade). — 
Speziell in völlig reziproken Systemen ist die Anzahl der 
Extremapaare von k’ höchstens gleich der der 4-Stellenpaare 
einschließlich 0,20. Es können im Grenzfall beliebig viele 
benachbarte Extrema zusammenrücken und Extrema höherer 
Ordnung bilden. 

Corollar. wo = 0 und w =o sind, falls sie in D-Gebieten 
liegen (hierzu: Satz X), stets zugleich 4-Stellen und Extrema 
von k’; speziell ist bei a =co k’ = 0 (Dispersionssatz I). 

Auf Grund der mit den Dispersionssätzen I—IIl ge- 
wonnenen Aussagen über die Eigenschaften diskontinuierlicher 
Systeme ist man nunmehr in der Lage, die Theorie der Signal- 
fortpflanzung in ihnen auf dem gleichen Wege und in gleich 
eingehender Weise durchzuführen wie in L1, § 6ff. die der 
Kontinua. 

Zuvor soll am Ende dieses Paragraphen noch kurz wieder- 
gegeben werden, welche besonderen Dispersionseigenschaften 
die technisch sehr wichtige Spezialklasse der gewöhnlichen 
Kettenleiter neben den allgemeinen hat. Aus (2) folgt für diese: 


int 


19 


Die beiden Arten von Grenzfrequenzen liegen also = 
(20) ©, bei$*= 0, »; bei H* = 4; ferner »,, bei $*= oo. 


Es folgt also, wenn man den allgemeinen Verlauf eines Reak- 
tanzenverhältnisses (Satz I— XI, Fig. 3) zugrundelegt: Bei den 
gewöhnlichen Kettenleitern liegen nur die 4,*-Stellen in D-, 
aber die 4,,-Stellen in S-Gebieten. Ein D-Gebiet kann dem- 
nach höchstens eine 4*-Stelle enthalten, also nimmt k in einem 
solchen entweder um a oder 2” zu. Alle wm}, -Stelle 
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reell, speziell doppelt, d.h. 4}, -Stellen; jedes ungleichartig 
begrenzte S-Gebiet enthält eine 2, , jedes durch zwei w,*-Stellen 
begrenzte zwei, jedes durch zwei w,*-Stellen begrenzte keine. 


§ 4. Die aus den Dispersionssätzen sich ergebenden Sattel- 
punktsbahnen und Fallinien als Bild des Signalablaufs 
Bei der Beschreibung der Signalfortpflanzung in diskon- 
tinuierlichen Systemen gehen wir wieder von dem 
integral L 1, (29): 


1 in (wm T—k) t 
(21) (a) 
| [speziell: F'(w) = ; = Hauptfrequenz (L 1; $5)] 


aus, in dem jetzt n die ganzzahlige Gliednummer bedeutet. 
[Für nicht ganzzahlige n würde (21) vieldeutig werden, da 
ja k aus (1) nur mod 22a definiert ist!] Wir betrachten zu- 
nächst den Signalvorlauf (L 1, 8 6); die Ergebnisse von L 1, 88 6 
u. 14 sind bei Ersatz von x durch n unmittelbar übertragbar. 
Es bleibt hierzu lediglich die Frage, von welchem „Grad“ o: 
lim k(®) = const-@?e hier k ist. Nach Dispersionssatz 
o->@ 
I und III ist k, falls D, vorliegt (vgl. Satz X), vom Grade: 
9 =—1; im Falle von S, zeigt man leicht unmittelbar aus 
(1): 0 = 0. Bei diskontinuierlichen Systemen kann also im 
Gegensatz zu Kontinuen nicht o=1 sein. Nach Li (36) 
haben sie daher keine Latenzzeit, was ja auch unmittelbar aus 
aus der ihnen zugrunde liegenden quasistationären Näherun pe 
folgt; der Signalkopf pflanzt sich mit unendlicher Geschwindig- _ 
keit fort, bei 9 =— 1 ungedämpft, bei 9 = 0 mit n exponen- 
tiell abklingend. 

Wir betrachten jetzt den Hauptteil, den Signalablauf — 
(L 1, § 8ff). Die Lage der Sattelpunkte ©, in der w-Ebene 
ergibt sich wieder auf Grund der Gleichung fiir die Grappen- 
laufzeit L 1 (54): 


(22) kK = T. 


Der Integrationsweg von (21) (vgl. L 1, § 5!) wird, wie in L Bs 
in eine Anzahl Fallinienwege über Sattelpunkte deformiert; 
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das Gessentintegeel (21) setzt sich is wieder aus einer 
Summe von Sattelpunktsintegralen zusammen, welche im all- 
gemeinen in guter Annäherung Wellenterme: ei(@s!- 


mit dem Amplitudenfaktor Zn darstellen (vgl. L 1, § 8) 
7E | 


bzw. in der Nähe von Nullstellen von k” sowie Polen von 
F (w) Übergangsterme (vgl.§§ 11 u. 12). Der Ablauf des Signals 
spiegelt sich also wieder in der Wanderung der Sattelpunkte 
im Laufe von T und soll in analoger Weise wie in L 1, 89 
auf Grund der Dispersionssätze, speziell des III. diskutiert 
werden. Dabei genügt dann wie dort die Betrachtung des 
einzelnen D-Gebietes, da die Vorgänge bei den anderen quali- 
tativ ebenso verlaufen. 

Erforderlich ist zunächst die Kenntnis der Gesamtzahl 
der Sattelpunkte w, Hierzu schreiben wir die Grundfunktion 


0-7 


hierin enthält der erste Faktor die zu den »,- und ,-Stellen, 
der zweite die zu den 4-Stellen gehörenden Linearfaktoren; 
im ersten sind also Zähler und Nenner vom Grade: 


(24a) F= (f,+5,—- 2) — (d, + [vgl. 
im zweiten vom Grade: sae 


(24b) fi + Is 
Setzt man (23) und (7) in (22) ein, so ergibt sich nach 
einer elementaren Umformung: a 
Z,)N,' N,— (N,N, + 2N, 2,7 q 
(2) = T.Z,N,(Z*+ RE 


(1) in der Form: 


Diese Gleichung ist in ® vom Grade: 


im «anzen gibt es also zu jeder Zeit s Sattelpunkte, d. h. ihre 
Anzahl ist gleich der der gesamten m,,-Stellen (Satz XI) plus 
der der Grenzfrequenzen (Satz IX). Nun verfolgen wir wieder 
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' hierzu orthogonalen Bahn statt (vgl. L 1, § 9). Der Fall eines 
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die Bahn der Sattelpunkte von rückwärts, d.h. von T=o 
aus. Bei großem T' laufen nach (22) alle », in folgende 
Stellen ein: erstens die Grenzfrequenzen ®,; denn in Um- 
gebung einer solchen gilt nach Dispersionssatz I: 


(27a) k=2kVlo—o,|; k, reell, >0, 


2(f,+f,—2—4d,—d,,) Sattelpunkte laufen also für Di 
horizontal von dm D-Gebieten aus (vgl. Dispersionssatz I!) in 
die Grenzfrequenzen ein. Die anderen (f, + f,) begeben sich 
dann in vertikaler Richtung nach den Stellen ,, ; Gun dort 
gilt: 


const 
— Wa 


dh. +ik = const + ln (w—m,,) mod ia, also: 


(28h) 


Damit EUER Klarheit über das Verhalten aller Sattel- Bins: 
punkte bei großem T. Nunmehr schließt man wie in L 1, 
§ 9 rückwärts: Nach den w, gehende Sattelpunkte müssen, da 
sie das D-Gebiet entlang wandern, zu irgendeiner Zeit sich 
miteinander oder mit anderen vereinigt haben; in diesem Mo- 
ment liegen sie dann an einer Stelle k’= 0, es findet also 
ein Sattelpunktsaustausch zwischen reeller Achse und einer 


D-Gebietes, in dem k’ nur ein Minimum: w, — in L 1 als w,, 
bezeichnet — hat (Dispersionssatz III!) entspricht damit (bis 
auf die nach (27b) im Gegensatz zu L 1 (70a) hier nicht vor- 
handenen — belanglosen — Nebensattelpunkte) völlig dem in 
L 1 durchgeführten: Vor der „Quasilatenzzeit“ 


(29) T, =k,’ 


liegen die beiden Sattelpunkte im Komplexen, der Integra- 
tionsweg führt über den unteren; das betreffende Sattelpunkts- 
integral liefert einen verschwindenden, da mit n exponentiell 
kleinen aperiodischen Term. Zur Zeit T, rücken die Sattel- 
Annalen der Physik. 5. Folge. 8. 
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punkte unter Bildung eines Tripelpunktes von oben und unten 
her zusammen und darauf nach rechts und links längs des 
D-Gebietes auseinander, um schließlich fir T > oo in die 
Grenzfrequenzen überzugehen. Bei T > T, führt der Inte- 


grationsweg mit der Neigung von +7 über beide Sattel- 


punkte; die zugehörigen Integrale stellen zwei mit den be- 
treffenden Frequenzen oszillierende Terme mit einer Ampli- 


tude der Ordnung rr dar. Liegt speziell die Hauptfrequenz « 
n 

(21) im betrachteten D-Gebiet, so findet um die Signalzeit 

T=, herum eine Aufschaukelung des Signals zur stationären 


Amplitude statt. — Dies wurde alles in L 1 ausführlich dis- 
kutiert und überträgt sich so auf Diskontinua; es sei daher 


Sattelpunktswanderung in einem D-Gebiet 
mit 3 Extremalstellen von X’ (a) 


Fig. 6 


nach dort: § 9ff., insbesondere bezüglich der Lage der Sattel- 
punkte, Integrationswege und der Gestalt der w-Ebene auf 
die Figg. 10—16 verwiesen. 

Neu ist aber der Fall eines D-Gebietes, das drei Extrema 
enthält (vgl. Dispersionssatz III und Kurve II von Fig. 5)); 
wir wollen das tiefere Minimum mit ,,, das höhere mit w,,, 
das Maximum mit w, bezeichnen. Die Wanderung der Sattel- 
punkte vollzieht sich dann in der in Fig. 6 angedeuteten 
Weise — die Pfeile bezeichnen die Wanderungsrichtung, die 
Doppelpfeile die Integrationsrichtung, die angeschriebenen 
Winkel die Neigung —: Vor der ersten Quasilatenzzeit 


(30 a) T = k’(,,) 

liegen alle zugehörigen Sattelpunkte im Komplexen, der 

T_, rücken 
q 


(30b) 
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zwei von oben und unten zu einem Tripelpunkt bei ®,, zu- 
sammen und darauf nach links und rechts auseinander; der 


sich die beiden anderen Sattelpunkte in der 
Form bei ,,. Während nun die äußeren beiden dauernd 
im D-Gebiet bleiben, vereinigen sich die inneren zur Zeit 


(31) T, =k (@) 


wiederum in @,, um dann nach oben und unten auseinander- Bo 
zurücken — bei w,,, ist jak”>0, bei k”<O0!—, der 
Integrationsweg führt dann nur über den oberen. Während a me 
der Signalablauf um Quasilatenzzeiten von früher bekannt ist, — 
stellt T, ein Novum dar: von T=T, ab hört der zwischen 
@,, und w,, gelegene Teil des D- Gebietes auf, einen 
merkbaren Beitrag zum Signalablauf zu liefern; T, werde 
daher in diesem Falle als „Teillöschzeit“ bezeichnet. — Es 
sei noch darauf hingewiesen, daß bei der eben beschriebenen, 
in Fig. 6 veranschaulichten Art der Sattelpunktswanderung 3 
ein Paar Sattelpunkte von der oberen bzw. unteren Halbebene — 
schließlich in die andere hiniiberwechselt. Wenn in jedem 
D-Gebiet k’ nur ein Extremum hat, kann dieser Vorgang nicht _ 
stattfinden, alle die Sattelpunkte, welche schließlich nach 
@.-Stellen einlaufen, bleiben dann in der gleichen Halbebene, 
wo sie zur Zeit T = 0 waren. Andererseits ist die Gesamtzahl 
der die reelle Achse überschreitenden Sattelpunktspaare gleich 
dem halben Überschuß der Extrema von k’ über die halbe 
Anzahl der Grenzfrequenzen. Bei einem völlig reziproken 
System mit f Extremapaaren von k’ (vgl. Dispersionssatz III!) 
wechseln also alle Sattelpunkte einmal über die reelle 
Achse. 

Man kann nunmehr ohne weiteres auf den Fall ver- 
allgemeinern, daß in einem D-Gebiet, welches 4-Stellen ent- 
hält, mehr als drei Extrema von k’ liegen. Dann sind eben 
mehrere Quasilatenz- und Teilléschzeiten vorhanden. Im 
önnen es nach 
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ite @-Ebene um ein D-Gebiet 
3 Extremalstellen: < 7,, 
a Fig. 7 
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@-Ebene um ein D-Gebiet 
mit 3 Extremalstellen: 7 = T,, 
Fig. 8 
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_ @-Ebene um ein D-Gebiet 
mit 3 Extremalstellen: 7 = T,, 


Da diese Systeme keine Grenzfrequenzen haben (Satz VJ), 
existiert bei ihnen eine größte Teillöschzeit, nach der — 


neben der even- 
tuell vorhandenen 
stationären Fre. 
quenz & — keine 
merklichen Signal- 
anteile mehr an- 
kommen; diese soll 
deshalb als „Lösch- 
zeit“ schlechthin 
bezeichnet werden. 
Sie spielt eine zu 
der ersten Quasi- 
latenzzeit eines Sy- 
stemes, bei dem 
S.. vorliegt, also 
dessen „Quasila- 
tenzzeit“ schlecht- 
hin (vgl. auch L1, 
$ 14),  reziproke 
Rolle. — Über 
den Fall, dab 
mehrere Extrema 
zusammenrücken, 
vgl. § 5. 

Zur völligen 
Durchführung der 
Theorie ist es noch 
erforderlich, wie in 
L1, 89 die Ge 
stalt der &- Ebene 
und der Integra- 
tionswege in ihr 
lagenmäßig auch 
wirklich anzugeben, 
da die Deformier- 
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grationsweges in eine Anzahl Sattelpunktswege und damit die 
Richtigkeit des Aufbaues des Gesamtergebnisses aus einzelnen 7 
Sattelpunktsintegralen erst dann sichergestellt ist. Die Satte- 


punktsfallinien 
münden beiderseits 
in die Unendlich- 
keitsstellen der Ex- 
ponentenfunktion 
von (21) in solcher 
Richtung ein, daß 
diese negativ un- 
endlich wird. End- 
punkte der Gefälle- 


kurven sind also mit 3 Extremalstellen: 7, <T<Tı 


tung: 2). Beriick- 
sichtigt bzw. ver- 
allgemeinert man 
das, was in Ll, 
$9 über die Aus- 
dehnung der Be- 
reiche der &-Ebene 
festgestellt wurde, 


ponentenfunktion 


negativen Realteil — 
‚hat, auf den vor- 


liegenden Fall, so 
erhält man, wenn 
man ein D-Gebiet 
mit drei Extremal- 
stellen von k’ zu- 
grunde legt, zur 
Veranschaulichung 
der Hauptphasen 
des Signalablaufs 
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@-Ebene um ein D-Gebiet 


a Fig. 10 
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@-Ebene um ein D-Gebiet 
mit 3 Extremalstellen: 7 = 7; 


w-Ebene um ein D-Gebiet 
mit 3 Extremalstellen: 7’ > 7; 
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sind wieder die Bereiche negativen Realteils von i(@ T — 


Buchstaben am Abbruch des Integrationsweges dessen Aus- 
laufstellen. 


§ 5. Systeme mit Extremalstellen höherer Ordnung; Anwendung 
der verallgemeinerten Sattelpunktsmethode. Praktische Bedeutung 
dieser Systeme zur Nachbildung dispersionsarmer Systeme 
(reine Verzögerungsschaltungen) 


Ein besonders interessanter Spezialfall tritt bei dem im 
vorangehenden Paragraphen behandelten Beispiel dann ein, 
wenn die drei Extremalstellen w,,, ®,,, ®, von k’ zu einem 
Extremum dritter Ordnung zusammenrücken (vgl. Dispersions- 
satz III. Dort verschwinden dann alle Ableitungen von %’ bis 
zur dritten, während, wie man leicht bestätigt, kM>0 ist. 
Diese Stelle sei entsprechend als w, bezeichnet. Das zum 
betrachteten D-Gebiet gehörige Teilintegral wird dann zur Zeit 


(32) T,=k'(o,): 
{ 
e Ps = 51 nd... dn; 
(33) P(n, T)= iJ Foe 
(Sa 5) 3 


y,=o,t—k,n [vgl.L1 (57)]; = kr) (w);7= 


Es laufen hiernach fünf Kurven stärksten Gefälles nach 
w, ein mit Richtungsdifferenzen von 22/5, d.h. es handelt 
sich um einen Sattelpunkt fünfter Ordnung, einen Quintupel- 
punkt. Die Figg. 13—15 veranschaulichen die Gestalt und 
das Zustandekommen desselben sowie das Relief der »-Ebene 
und des Integrationsweges; im Grenzfall T = T, (Fig. 14) hat 
man sich eigentlich noch einen von ®, längs der nach unten 
(0%) gehenden Gefällekurve laufenden Integrationsweg zu 
denken, der aber hin und zurück durchlaufen wird, also nichts 
zum Ergebnis beiträgt [vorher (Fig. 13) handelt es sich 
hingegen um zwei getrennte Wege, nachher (Fig. 15) ebenfalls, 
aber oberhalb der reellen Achse). 

In einem partiell reziproken System (8 2) können in einem 
D-Gebiet, das 4-Stellen enthält, nach dem III. Dispersionssatz 
mehr als drei Extrema von k’ liegen. Diese können im 
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schraffiert, die Pfeile bedeuten die Integrationsrichtung, die 
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Sonderfall alle zu einer Extremalstelle héherer Ordnung zu- 
sammenrücken. Speziell ein völlig reziprokes System, in dem 
ja, wenn f der Freiheitsgrad (5) seiner Grundimpedanz ist, 


nach dem III. Dispersions- 
satz f Extremapaare auf- 
treten kénnen, kann im 
Grenzfall einen Sattel- 
punkt (2f — 1)-ter Ord- 
nung enthalten, nämlich 
wenn alle Extremapaare 
außer = 00, das nach 
(18) stets ein Tripelpunkt 
ist, nach © = 0 zusammen- 
rücken. Allgemein ist 
also die Bildung von 
(2p + 1)upel - Punkten 
möglich. 

Die Frage, in welcher 
Weise das Grundintegral 
(21) in solchen Fällen aus- 
zuwerten ist, d. h. wie 
sich der Übergang im 
Zeitgebiet um T = T2941 
herum vollzieht, ist prin- 
zipiell im § 11 von L1, in 
dem die Theorie der verall- 
gemeinerten Sattelpunkts- 
methode entwickelt wurde, 
beantwortet worden. Die 
dort angegebenen Formeln 
wollen wir etwas speziali- 
sieren, um sofort die Uber- 
gangsentwicklungen fiir 
(2p + 1)-fache Punkte zu 
erhalten. Es werde gesetzt: 
(34) 2p+1—m; 
in der Umgebung des 
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fi A 
@-Ebene um ein D-Gebiet 
mit Quintupelpunkt: 7 < T, 
Fig. 13 


@-Ebene um ein D-Gebiet 
mit Quintupelpunkt: 7 = T, 
Fig. 14 


w-Ebene um ein D-Gebiet 
mit Quintupelpunkt: T > T, 
Fig. 15 
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! 
2 m: 


mit =k” (0); =@ —o,; ferner ist ja k,' = 


also wird die Exponentenfunktion in (21): 


i(ot—kn)=i 


Put (¢ —#,) 
x” +1) 


1) 


(35) Pu = kun 


Der Integrationsweg, der über den Punkt m-ter Ordnung 
führt, ist bekannt: Er läuft in den Fallinien, die unter ab- 
solut kleinstem Winkel zur reellen Achse nach », münden; 
denn die Integrale über die anderen benutzbaren Gefälle- 
kurven heben sich auf, weil dieselben hin und zurück durch- 
laufen werden (vgl. Fig. 14 für m=5). Falls kN >0 ist, 


liegt unmittelbar unterhalb der reellen Achse ein schraffierter 
Sektor (Figg. 8, 9, 14), der bei », die Öffnung a/m hat; der 


Integrationsweg mündet dann in Richtung: + oa in @,, ein 
und entfernt sich wieder in Richtung: -z- Wenn um- 
gekehrt er <0 ist (Fig. 11), so ist die Konstellation die 


gleiche, jedoch an der reellen Achse gespiegelt. u >0 ent- 


er spricht einer Quasilatenzzeit, Kim < 0 einer Löschzeit höherer 


> 


> 


Ordnung. Wir setzen zunächst das erste voraus. 


= Betrachten wir vorerst den Fall, daß keine singulären 
a Stellen der Beifunktion F(w) von (21) in der Nähe von o,, 
> liegen, d.h. F(®) dort „langsam veränderlich“ ist (vgl. L 1, 


88 8 und 11), so handelt es sich also um eine „Übergangs- 
entwicklung“ (vgl. L 1, § 11) zwischen aperiodischem und 
oszillatorischem Zustand (Quasilatenzübergang höherer Ord- 
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Faßt man demnach in 


= 
(Sa m) 


Pm 
2 ni 
(Sa m) 
3 2 xm) 


yim +1) 


die langsam veränderlichen Glieder bis auf 
und entwickelt nach steigenden Potenzen von 7: 


ym 
m+1 


=1+iy,n 
Ya 
und ebenso e+it-1„)”, so kommt: 
En Im F 
(Sa m) 
t — ty)? (t — te)? 
(36) ; - - 
+ 


Integriert man suite dem Verfahren von g 11 hierin gliedweise 
längs des Gefälleweges des raschest veränderlichen letzten 
Gliedes; 
| 1.9 = e img, s von —oo bis 0; 
2,.n=e Tmg,s von 0 bis +00, 


so erhält man bei Berücksichtigung der Integralformel L1 ao) an 
durch Zusamenfassung die gesuchte Übergangsentwicklung: E 
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Ist insbesondere die Beifunktion sehr langsam veränderlich 
fliegt z. B. ein Einsatzsignal: F = . (Li, 85) vor und 


sind ©, und @ von sehr verschiedener Größe], so sind die y 
vernachlässigbar kleine Größen; man erhält dann mit Be- 
nutzung des für den m-ter charakteristisch 
Parameters (vgl. L1, § 11—12!) a 


t — im 


Aus ihr entnimmt man die „Aufschaukelgeschwindigkeit“, die 
Amplitudenzunahme beim Übergang vom aperiodischen zum 
oszillatorischen Zustand: 


| 

1 riz 41 

) ——; {cos-— + sin — 1 
1 2m (m) \ m 

— m! 

die 

in! 

gela 

i 

(43) 

wn 

(Lis 

39) 
| 
1 1 r(=) lun 
für 
Tm m übe 
m 
Fr die 

4 f 
3 ur 

ir 4n m m ist 
T (=) m 

det 

en 

mi 


tliche Ausdehnung des Ubergangsgebietes ist nach § 11 


von L 1 dure 


| 


Für die Konstante de, die nach L 1 (111) mit einem zu- 
gelassenen Fehler e< 10 Proz. bei m = 3 den Wert 1,4 hat, 
ergibt sich aus den Entwicklungen von L 1, § 11 bei großem m: 


(0) 8 


Wir hatten bisher = > 0 vorausgesetzt. Wenn k” >0 ist 


(Löschübergang), unterscheidet sich die Rechnung von der soeben 
durchgeführten offenbar nur durch neue Integrationsrichtungen, 
die (vgl. o.) spiegelbildlich zu den bisherigen liegen. Man 
erhält also die zugehörige Übergangsentwicklung, indem man 
in (38), (40) und (41) die Vorzeichen der sin-Glieder umkehrt; 
man sieht, daß dadurch in der Tat die Amplitudenaufschauke- 
lung in eine Verlöschung verwandelt wird. — Aus der all- 
gemeinen Entwicklung (38), (40) ergibt sich natürlich wieder 
für m = 3 der einfachste Fall des gewöhnlichen Quasilatenz- 
übergangs [L 1 (139)], speziell bei entsprechender Umbenennung 
die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funktionen 
für den Fall, daß das Argument ungefähr gleich dem Index 
ist (vgl. Debye L 7). — 

Wir kommen nun zu dem Fall, daß — wenn es sich um 
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r(i + r( 3 
(41) aP, m) 2n oun In m 
dt 2m 2m „[2\ ™ 
Bir. 
ts 
| 
| die Ubergangsdauer wird also: ae 
ich 
nd 
| 
— 
3 
3 
= ( 
Hauptfrequer elt 
der Pol «in der Nähe von liegt, also die zum tationären 
Zustand führende Aufschaukelperiode um die Signalzeit t, = 
mit dem Quasilatenzübergang wieder > 0!] susammen- 
XL 


fällt. von L 1 ist dann der mit den Neigungen 

+ io verlaufende Integrationsweg unter Parallelverschiebung 


nach dem Pol « hineinzuführen: (21) mittels Kurzwegintegration 
m-ter Ordnung (Ku m) auszuwerten. Mit 


(44) n=o—a; 7, =a—,; =at—k(a)n 


wird 


worin @,,,, den bei der Integration m-ter Ordnun, vernach- 
lässigbaren Rest (m + 1)ter Ordnung bedeutet. Nun is: 


m) 


= kn + + 


Damit wird das Kurzwegintegral, das, da es von der Ordnung 
der stationären Amplitude wird, den Hauptt 1, 8 10) 


N 


ta — bn | . 
4 Km) 
"m =)! (m — 1)! 


Der Integrationsweg in 7 ist wieder (37). Wegen der Inte- 
gration nach dem Pol 7=0 hinein kommt zu den Bei- 
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On 


1 1 
trägen der geradlinigen Stücke noch das 3(! ~ =, )-fache 


Residuum. Nach (37) erhält man, wenn man noch der über- 
sichtlicheren Schreibweise wegen die beiden charakteristischen 
Parameter, den variablen 


(47a) 


und den konstanten 


=| vo 


w 8 


| 


® 


+e [0 


der die Aufschaukelung von P zum stationären Zustand P, 2 
darstellt. Die Aufschaukelgeschwindigkeit zur Signalzeit t, — 
wird: : 


4 
rm 
n Ausdruck: 1 (101) den all- 
te (1 ++) Jcos ® 
+in (™ Ama \m— 1 ‘ 
2 
| (F) dma \m = 1 n 
4 4 
A . 


Approximiert man nach dem Vorgang von L1, §12 den 
Signalablauf roh durch einen gebrochenen Linienzug mit der 
Tangente an die genaue Kurve bei t=1t,, so erhält man aus 
(49) die in dieser Weise „tangential“ definierte Aufschaukelzeit 


diese ist ein Maß für die Abflachung der zur Zeit ti, ein- 
treffenden Hauptsignalfront. Entwickelt man in (50) nach 1/m, 
so kommt: 


dies stellt mit den angeschriebenen Gliedern bereits für m = 3, 
wo sich, mit m zusammengefaßt, der Wert 3,95 ergibt, eine 
gute Näherung dar, da der genaue Ausdruck (50) 4,07 liefert 
[L 1 (145)]; bei m = 5 kommt entsprechend: 3,7 bzw. 3,6. 
Definiert man andererseits gemäß L 1, § 11 als Aufschaukel- 
dauer das Zeitgebiet, in dem die abgekürzte Sattelpunkts- 
integration II. Ordnung versagt [max. Fehler &S 10 Proz. wie 
in L 1, § 11 und (43)], so erhält man den gleichen Ausdruck, 
nur mit anderem Zahlenfaktor. Für große m wird nach (43)}) 
die so definierte Aufschaukeldauer mag) 


(m) (m) 

k m m m m 


1) Die Konstante x ist hier bei großem m im Gegensatz zu m = 3 


(vgl. L1, S. 354!) beim Quasilatenz- und Hauptübergang die gleiche, 
wie sich aus der Theorie der verallgemeinerten Sattelpunktsmethode 
(L1, $ 11) ergibt. 


= 


(53) | 


P, N bestin 
a ı Im ab 
Punk 
man 
= 
a 
0,577-. = Eulersche Konstante] 
ay! 
| 
m= 
Entw 
ii 
für g 
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beide stimmen riicksichtlich der nur größenordnungsmäßig zu 
bestimmenden Aufschaukelzeit trotz verschiedener Definition gut _ 
überein. 

Liegt die stationäre Frequenz « speziell in dem m-fachen 
Punkt w, selbst: t, =!t,, so vereinfacht sich (48) erheblich; 
man erhält dann: 


Le- 


I IS TOT 

Signalfront für Hauptfrequenz in einem Quintupelpunkt 

und in einem Punkt sehr hoher Ordnung 
Fig. 16 

Kurve I von Fig. 16 zeigt den Verlauf dieser Funktion für 
m = 5 sowie die Approximation durch die Tangente bei «,, = 0. 
Entwickelt man (53) nach Potenzen von 1,m, so ergibt sich 
für große m eine sehr anschauliche Darstellung: 


‘ 
i 
er 
— 
r(2 3 a 
n Oe m) x 3 2 
- (cos =— + sIn ——— “ma m ma 
(53) — cos 5 
2m 2m 1\ 2! . 
m 


J 


;C = 0,577 -- = Eulersche Konstante; 


Si(a) = f= (Integralsinus) ') 


0 


: dargestellt. Es ist ER zu x, = 0 (ungerade Funktion 
yon %,.) und gibt bei mäßig großem m nur für kleine i. 
eine befriedigende Approximation; das Glied mit 1/m ist gerade, 
macht also die Kurve bereits unsymmetrisch in dem Sinne, 
daß sie im ganzen höher liegt. — 

Wir hatten bisher k™ > 0 vorausgesetzt. Wenn k” <0 
= ist, d.h. die Aufschaukelung mit dem Löschübergang zusammen- 
ae) fallt, so andern sich die vorgenommenen Rechnungen wieder 

nur in Form einer Spiegelung des Integrationsweges an der 
Achse (vgl. o.!. Damit ergibt sich bei = a@ nun das 


(1 + =)" -fache Residuum. Die Entwicklungen (48), (53) 
2 = (54) ändern sich dann also nur insofern ab, als vorn (1 + nl 


steht und die sin-Glieder die Vorzeichen 


Das entspricht der Tatsache, daß die Aufschaukelung das eine 
Mal noch einen Quasilatenz-, das andere Mal einen Lösch- 
 tibergang enthält. — 

5 Es soll nun zum Abschluß darauf hingewiesen werden, daß 
46 den Systemen mit Extremalstellen höherer Ordnung eine be- 
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ihnen bei bestimmten Frequenzen k” eine Nullstelle höherer a 
nung hat, bedeutet doch, daß in der Umgebung dieser Stellen kK 
in guter Näherung als konstant anzusehen ist. Die Konstanz vila! 
von k’ über den gesamten Frequenzbereich ist nun das Kennzeichen ea 
der nicht dispergierenden Systeme, deren Prototyp die ideale _ 
Leitung ist; diese haben die gleiche Phasen- und Gruppen- Kk 
seach windigheit 1/k für alle Frequenzen, können also als 
reine Verzögerungsschaltungen mit der Laufzeit: x-k’ ange- 
sehen werden. Da sich nun ein dispergierendes System a 
einer Extremalstelle höherer Ordnung: ®, wegen k’~const 
nahezu dispersionsfrei verhält, wird sich ein Br 


wird auch durch die Rechnungen 
Während sich an gewöhnlichen Stellen die aie beim 


Eindringen mit Yn abflacht, (%. = const ‚ gilt für 


Aufschaukelzeit bei w,: t,, = const 


m 


(m) 1 
also eine Abe 
Mm: 
m 


flachung mit nur ryn. 


Systeme mit Extremalstellen héherer Ordnung hierzu a. 
stiniert sein. Über die praktische Ausführung solcher Schal- 
tungen soll an anderer Stelle berichtet werden. 
Hier sei noch auf einen anderen allgemeinen Yun 
hang aufmerksam gemacht. Wir fanden in (54), daß an einer — 
Extremalstelle sehr hoher Ordnung der Aufschaukelvorgang in 
erster Näherung durch den Integralsinus dargestellt wird. Zu 
dieser Darstellung ist schon vor längerer Zeit Küpfmüller 
(L 9, L 11) gekommen, und zwar für Systeme, die er als „rein 
dämpfungsverzerrt“ bezeichnet (vgl. dort); es handelt sich hier- 
bei im allgemeinen um kurze Siebketten, die in roher Weise 
als ideale Filter mit linear wachsendem Phasenwinkel an- 
genähert werden. Diese Näherung bedeutet also, daB das 
System in einem umgrenzten Frequenzbereich — dem be- 
trachteten D-Gebiet — als dispersionsfrei angesehen wird. Es — 
Annalen der Physik. 5. Folge. 8. 
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(53) rele Systeme Iur ein endliches Frequenzgebiet aus konzen- 
1 trierten Elementen näherungsweise nachzubilden, eine Aufgabe, Be a 
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di 33 
Kar 
| 
| 
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fall auf die gleiche Darstellung führen muß; zugleich ist da- 
mit der Weg zur Verbesserung dieser Näherung gewiesen. — 
Hiermit in Zusammenhang steht noch folgende Frage: Gruppen- 
laufzeit und Aufschaukelzeit sind ja asymptotische Begriffe 
(vgl. L1, 87 und 13), die erst anwendbar sind, wenn sich 
das Signal eine gewisse Strecke im System fortgepflanzt hat. 
Wir hatten in L1, § 13 auf Grund einer einfachen Uber- 
legung die hierzu nötige Eindringtiefe x (hier dafür: Stellen- 
zeiger n) an gewöhnlichen Stellen und Tripelpunkten berechnet. 
Wendet man die gleiche Methode auf einem m-fachen Punkt 
an, so ergibt sich für die Gliederzahl, nach deren Passieren 
man von einer Signal- und Aufschaukelzeit reden kann: 


Systeme mit kleinerer Gliederzahl wären im Sinne von L 1, 
§ 13 als „kurz“ zu bezeichnen. Bei ihnen liefert die asymp- 
totische Formel (50) bzw. (51), (52) zu große Werte für die 
Abflachung der Signalfront. 


a 


§ 6. FortpflanzungsmaB, Wellenwiderstand und allgemeine 
Eigenschaften der gemischten Systeme. — Zusammenfassung: 
Zum Abschluß der allgemeinen Theorie der Signal- 
fortpflanzung in dispergierenden Systemen sollen noch solche 
Kettengebilde betrachtet werden, die eine Wechselkombination 
aus Kontinuen und Diskontinuen darstellen und daher in L1, 
§ 2 als „gemischte Systeme“ bezeichnet wurden. Allerdings 
werden wir sie im Vergleich zu diesen nur streifen, da eine 
so eingehende Behandlung wie die ihrer Komponenten einer- 
seits wegen ihrer erheblich größeren mathematischen Kompli- 
ziertheit, andererseits wegen der Möglichkeit, ihre Eigenschaften 
von den über jene gewonnenen physikalischen Einsichten her 
zu überblicken, nicht angemessen wäre. — Ursprünglich hatten 
wir in L 1, $ 2 unter gemischten Systemen Aufeinanderfolgen 
von je einem kontinuierlichen Glied und einem symmetrierten 
T-Glied (H-Glied) verstanden: vgl. dort, Fig.5. Wir verall- 
gemeinern jetzt diese Definition durch Einbeziehung von Kreuz- 
gliedern; ein gemischtes System sei allgemein eine Wechsel- 
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kette von kontinuierlichen und Kreuzgliedern. Der besseren 
Übersichtlichkeit wegen führen wir neue Bezeichnungen ein: 
Für Längsreaktanz und reziproken Querleitwert des kontinuier- 
lichen Elements, bezogen auf die Längeneinheit, werden grie- 
gische Buchstaben benutzt: ¢, bzw. ¢,, entsprechend für Fort- 
pflanzungsmaß pro Längeneinheit und Wellenwiderstand: 


sowie für die Länge des Elements: o. Die entsprechenden 
Werte für ein Kreuzglied werden mit gewöhnlichen kleinen 
Buchstaben bezeichnet: 


the 
— 


cos k= 


Als Element des gemischten Systems sieht man zweck- 
mäßig das Stück von der Mitte eines kontinuierlichen Gliedes 
über die m Kreuzglieder bis zur Mitte des folgenden an, da 
die Kettenglieder dann wieder symmetrische Vierpole sind; 
jede andere — physikalisch natürlich gleichbedeutende — Ein- 
teilung würde die Unbequemlichkeit zweier verschiedener 
Wellenwiderstände für Hin- und Rücklauf mit sich bringen. — 
Wir betrachten nun wieder einen Schwingungszustand der 
Frequenz @. Führt man längs des n-ten kontinuierlichen 
Elements die von seiner Mitte aus gezählte Koordinate &, 
ein, und bezeichnen um und I” die zugehörige komplexe 
Spannung bzw. den Strom, so schreibt sich dieser Zustand, der 
ja aus hin- und rücklaufender Welle besteht, in der all- 


gemeinen Form: 


(@) _ -iy$, 1(@) +iys, 
4 

(w) ro) ,—tyé, _ „Hirt, 
Die entsprechenden Vierpolgleichungen für m Kreuzglieder 
lauten, wenn U, I, Eingangsspannung und -Strom, U,, I, 
Ausgangsspannung und -Strom bezeichnen: 


U = cos km US + ig sin km I? 


r(@) (co) 
I, = sin km + cos km 


| 
| 
. 
ich 
lat. 3 
t 
et. 
ıkt 
V de > mM, 
| 
; 
2 


me und -Spannungen 
aufeinanderfolgender kontinuierlicher Abschnitte; z. B. gilt fiir 
den n-ten und (n + 1)-ten: 


| = uw (+ 5): (+3 


| 
Aus (57) bis (59) erhält man bei Elimination der U ,U,, 
I, I, eine lineare Rekursionsbeziehung 1. Ordnung zwischen 
Strémen und Spannungen aufeinanderfolgender Abschnitte 
welche sich also wieder durch einen Exponentialansatz ei&. 
befriedigen läßt. Die Größen um (0) und ig (0), Spannung 
und Strom in der Mitte des n-ten kontinuierlichen Abschnittes, 


lassen sich demnach wieder als Kombination aus fort- und 
riickschreitender Welle auffassen: 


(59) 


r(o) _ „-iKn „+iKn 


®) Tr(o) -iKEn _ rw) _+%4Kn 


(60) 


Für Fortpflanzungsmaß K (w) und Wellenwiderstand 3 (o) 
des gemischten Systems ergibt dann die angedeutete elementare 
Rechnung: 


cos K = cosy acoskm — — 4| sin yo sink m 
(61) 8 


3sinK = Csiny ocoskm + 3sinkmcosyo 


[Für 3={ wird, wie selbstverständlich, einfach: K=yo+ km; 
3=£=3j,). Ist das System anstatt dessen eine Wechselkette 
aus zwei kontinuierlichen (y,, 7,5 &, &u5 9 0,) oder zwei 
diskontinuierlichen Elementen (k,, k,,: 3,- 31; M,, m,), so wird 
entsprechend: 


Ka cosy 1 
cos K = cosy, 6, 6087, 9,— 5 


3sinK = siny, o,cosy,,@, + £,siny, 0,6087,@, - 


+ sın y, 0, SIDY,, 


(62) j 


bzw. 


6) 


| cosK = cosk, m, cosk,, m,, — sink, m, sink, m,, 
- Lin ? 


(63) 


Bsink = 3, sink, m, cosk, m, + 3, sink, m,,cosk,m, . 
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Die einzelnen Gesetzmäßigkeiten der gemischten Systeme 
könnten nun, da die ihrer Komponenten bekannt sind, prin- 
zipiell aus (61) hergeleitet werden; indessen erkennt man leicht, 
daß dem im allgemeinen Falle wegen der Kompliziertheit der 
rechts stehenden Funktion sehr erhebliche Schwierigkeiten ent- 
gegenstehen würden. Bereits die relativ einfache Frage, wo 
die D- und S-Gebiete eines gemischten Systems liegen, — die ja 
wieder durch |cosK|=1 bzw. =1 definiert sind —, ist im 


allgemeinen Falle nicht näher zu beantworten. Denn offenbar 
fallen die Grenzfrequenzen des gemischten Systems im all- 
gemeinen nicht mit denen der Komponentensysteme zusammen; 
die D- und S-Gebiete des ersteren werden also mit denen der 
letzteren keine allgemeinen Beziehungen haben. Im Gegenteil 
folgt unmittelbar aus (61), daß man es durch geeignete Wahl 
von &,; Ss a> 3; & und m stets erreichen kann, daß sowohl 
Frequenzen, die zugleich in D-Gebieten der kontinuierlichen 
und diskontinuierlichen Komponente wie auch in S-Gebieten 
beider oder auch in einem D-Gebiet der einen und S-Gebiet 
der anderen liegen, nach Belieben in ein D- oder ein S-Gebiet 
des gemischten Systems fallen. 

Wir werden uns deshalb darauf beschränken, die funktionen- 
theoretischen Eigenschaften von K zu untersuchen und das 
den Signalverlauf darstellende komplexe Integral (21) in dieser 
Hinsicht zu diskutieren; dadurch wird der allgemeine Charakter 
desselben klargestellt werden. — Man erkennt aus (61), daß 
sich die gemischten Systeme mindestens in einem Punkt von 
ihrem Komponenten prinzipiell unterscheiden: die Gleichung 
für die Grenzfrequenzen cos?K =1 ist jetzt nicht mehr 
algebraisch, sondern transzendent, d.h. es gibt hier unendlich 
viele Grenzfrequenzen bzw. D- und S-Gebiete. Demnach 
müssen ein oder mehrere Häufungspunkte von Grenzfrequenzen 
vorhanden sein; diese stellen Singularitäten von K dar, welche 
bei Kontinuen und Diskontinuen nicht vorhanden waren. 

Allgemein wird der funktionentheoretische Charakter von 
K durch die Singularitäten bestimmt. Von vorher bekannt 
sind bereits 2 Arten von solchen: 1. die Grenzfrequenzen 
cos K =+ 1, Verzweigungsstellen 2. Ordnung von K, in § 2 
als »,- und @,-Stellen bezeichnet: 2. die Pole von cosk 
und sink, also von cosK, wo 4, =% ist, logarithmische 
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W von in § 2 also, Die dritte 
Singularitätenart, die Häufungspunkte von Verzweigungsstellen, 
liegt dort vor, wo in (61) entweder ein cos- bzw. sin-Argument 
oder die mit einem trigonometrischen Glied multiplizierte 
Funktion unendlich wird. Es handelt sich also erstens um 
die Stellen, wo y= V- + unendlich wird; wir hatten die- 


selben in L1 als ©, bezeichnet und als obere Grenzfrequenzen 
des Kontinuums gefunden, sowie in L2 gesehen, daß sie, wenn 
man sich die kontinuierliche Komponente als optisches Medium 
nach der Drudeschen Dispersionstheorie vorstellt, physikalisch 
die Eigenfrequenzen der Elementarresonatoren bedeuten. 


Zweitens gehört dazu die Stelle w =co, falls sich dort 5 wie 


w~* verhält, wenn sie also (nach Satz X) für die diskonti- 


nuierliche Komponente sperrt, da sich ja nach L1 y dort wie 


@ und £ wie const (reell, >0) verhält. Wir untersuchen 


c 

zuerst das Verhalten von A an einer Stelle wy; dabei wird 
zunächst angenommen, daß diese für die diskontinuierliche 
Komponente ein gewöhnlicher Punkt ist. Dann haben cosk 


und 3 sowie ihre Ableitungen dort irgendwelche endlichen 
const 


r . . 1 
Werte, während sich y wie — und ¢ wie const (wy — m)~* 


Qn 
verhält; führt man demnach & = wy — ein, so kann man in 
Umgebung von £= 0 schreiben: 


(64) cosk + sin 


worin (, und C, reelle positive Konstanten bedeuten. Man 
führt hier zweckmäßig Polarkoordinaten ein: 


(64a) coskK = ~i(F sin -& 
Ve 2 


mit <= 0 oder 1; die beiden Werte gelten je für die beiden 
Blätter der Riemannschen Fläche. Ist w + 0, liegt man also 
außerhalb der reellen positiven Halbachse in & bzw. der 
negativen in — d.h. außerhalb des D-Gebietes der 
kontinuierlichen Komponente, so ist, je nachdem in welchem 
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Blatt bzw. welcher Halbebene man sich befindet, nahe 


| 
£=0 je e also: 
(65) K _ Sing + const +...(moda) . 


Br man andererseits längs der positiv reellen Halbachse in 
&, d.h. des D-Gebietes der kontinuierlichen Komponente, so 
muß man beide Exponentialsummanden des Cosinus berück- 
sichtigen und erhält: 


(6) Kr sin? -1| (mod z) 


Hier wird K in 1. Ordnung ebenfalls wie rr; unendlich, 
schreitet aber, was den reellen Teil betrifft, nur längs der 


schließlich unendlich kurzen D-Gebiete fort; im einzelnen sieht 


C,? 


das so aus; An einer Stelle § = —;- n~* (n= ganze Zahl -> oo) 


verschwindet nach (64) cosK, dort ist also K = (n-+)z 


2 
4 
(mod a); nimmt § von da um nt ab, so wird cos? K = 1, 
also K =na (moda) — die Länge eines D-Gebietes nimmt 


also bei &-> 0 wie nt, d.h. wie &* ab! Dort verzweigt sich 
K und nimmt bei reell abnehmendem £ nunmehr um imaginäre 
Beträge zu, positiv imaginäre oberhalb, negativ imaginäre unter- 
halb des Baer ra (S-Gebietes); vgl. § 3, Anfang! 


> . C, 1 
Bei = Sn +5) erreicht cosK das Maximum + Ra (n + 3) 
also wird 


K =na+%ArCos (n + 


(mod z). 


a 
f 
Danach nimmt der Imaginirteil von K wieder ab, und für 


(n+ + (n + wird wieder K=na, 
1 
schreitet dann bis § = +1? — + bis zum 


nächsten Verzweigungspunkt: A =(n +1)r (moda) fort usw. 


a 
itte 2 
en, 
ent 
um 
‚en 
nn 
um 
h 
vie 
ti- 
vie 
: 
en 
rd 
he 
sk 
| = 
1 
in 
er 4 
RER 
(er 
| 
n 
ar 


608 H.G. Baerwald — 


Während PER für negative & (w > wy) ein zusammenhängendes 
S-Gebiet vorliegt, häufen eich für positive &£ die D- und S-Ge- 


biete, deren Längen wie £* bzw. & zu Null abnehmen. Im 
ganzen genommen läßt sich also der funktionentheoretische 
Charakter einer Stelle », folgendermaßen beschreiben: Es 
hängen je die entsprechenden Blätter zweier Riemannscher 
Halbflächen, deren jede sich um ®x wie $In(»y — ®) windet, 
längs unendlich vieler Stücke der positiv reellen (w, — w)-Achse 
zusammen, deren Längen mit wy — ®)? abnehmen; dabei wächst 
der Betrag von K bei Annäherung an wy wie |wy— | *. 
Analog läßt sich das Verhalten von K in den besonderen 
Fällen untersuchen, wo singuläre Stellen der kontinuierlichen 
und diskontinuierlichen Komponente zusammenfallen: Fällt 
z. B. nach »* eine Stelle wy und zugleich ®,, so verhält sich dort 


. > Cc. 
(67) sink : 
5“ 7 & 


durch Hinzukommen eines neuen gleichliegenden m-fachen 
Windungspunktes windet sich jetzt jede Riemannsche Halb- 
fläche bei » wie (m + 4)ln(w* — w). Fallen andererseits Grenz- 
frequenzen beider Komponenten zusammen, so kann man das 
dortige Verhalten von K in ganz ähnlicher Weise diskutieren; 
da hierbei in keinem Falle andersartige Singularitäten ent- 
stehen, übergehen wir dies. 

Wir beschäftigen uns nunmehr mit dem Verhalten bei 
@ =0o. Hier sind zwei Fälle möglich: Entweder hat dort die 
diskontinuierliche Komponente ein D- oder ein S-Gebiet (hierzu: 
Satz X). Im ersten gilt nach (61) für &—> oo: 


(68) cos — cos @+ sin 
im zweiten: 

(69) cosK— A cos — Lo sin @ ; Areell, |Aj>1, 
wobei C und L reelle positive Konstanten sind. Bei (68) wird 
(70) K-> + const +... (mod 2 z) 


die Länge der S-Gebiete nimmt mit 1/@ ab, entsprechend die 
in ihnen maximal erreichte satan für sehr große m liegt 
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des also praktisch ein einziges D-Gebiet vor. Bei (71) findet man 
Ge- dagegen für &-> oo eine ähnliche Singularität vor, wie an 
Im einer Stelle wy, aber ohne Verzweigung bei = oo. Hier 
che häufen sich längs der reellen Achse abwechselnd D-Gebiete, 
Es deren Länge mit — abnimmt, und S-Gebiete der Länge ~ * <; 
"i andererseits wird wieder auBerhalb der reellen Achse 

et, 

hse (71) + ilnLo@ + const +... (mod 2a) 

hst 

| Bei einem Umlauf im unendlich Fernen ändert sich also K 
i nur mod2a bzw. beim Überschreiten eines Schnittes um das 
sail Vorzeichen von InLw. 


illt Man kann nunmehr das Integral (21), das den Signal- 
verlauf darstellt, in ganz analoger Weise auswerten, wie es bei 


” den Komponentensystemen geschah. Da nach (70), (71) das 
Verhalten von K im Unendlichen bekannt ist, so folgt hieraus, 
da nach L1, §6 die Latenzzeit eines Systems gleich dem 

Di Faktor von » in lim K ist: Die Latenzzeit t, eines gemischten 

o->0o 

x: Systems ist gleich der seiner kontinuierlichen Anteile: 

an; 

nt- wie als physikalisch selbstverständlich zu erwarten. Weiter 
folgt, daß sich der Signalkopf ungedämpft fortpflanzt, wenn 

bei die kontinuierliche Komponente D, hat (70), dagegen bei S. 

lie (69), (71)] wegen |A|>1 gedämpft und ferner wegen des 

zu: Faktors (LZ w)-” von e~*” mit entsprechend verflachter Front: 
nach L 1, § 6 würde, falls im Originalsignal bei t=0 die 
u-te Ableitung als erste springt, beim Vordringen erst die 
(a+n)-te unstetig sein. — Weiterhin wird bei genügend 
großem n für die Berechnung des Signalablaufs wieder die 
Sattelpunktsmethode benutzt: P setzt sich dann aus oo vielen 
= Termen zusammen, die teils aperiodisch und exponentiell ver- 
rd schwindend, teils mit in D-Gebieten gelegenen Frequenzen 
oszillierend und von der Ordnung 1/Yn sind. Dabei ist wieder 
wesentlich, daß die Gruppenlaufzeit aller in D-Gebieten ge- 
legenen Frequenzen positiv und größer als die Latenzzeit ist. 
lie Wir beweisen das wegen der damit verbundenen Kompliziertheit 
gt nicht entsprechend wie bei den Komponentensystemen aus (61), 
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nn sehen es in Analogie zu den dort gewonnenen Er- 
_ gebnissen als physikalisch evident an. Die Funktion K’ = = 
Br wie früher (§ 3) aus funktionentheoretischen Gründen an 


Er den Enden eines D-Gebietes wie |o — @,|=": unendlich wird, 


dann also in J) wieder ein oder Extrema >+, 
re er deren Anzahl und Lage aber keine allgemeinen Amel 


gemacht werden können; sie entsprechen wieder Quasilatenz- 
und Teillöschzeiten (vgl. § 4) und können speziell zu Extremal- 
höherer Ordnung zusammenrücken (vgl. § 5). 
ee Zum AbschluB sei noch die Frage nach der praktischen 
_ Bedeutung der unendlichen Anzahl der D- und S-Gebiete er- 
F en Da die Summe aus oo vielen Termen, als welche P 
I: Ausführung der Sattelpunktsintegrale erscheint, konver- 
Geren muß, werden die zu denjenigen D-Gebieten gehörigen 
Terme, welche sich an den Häufungspunkten ansammeln, keine 
In der Tat folgt aus (64) 


Fe 


Beiträge mehr 


erst zu Zeiten mit 


Terme würden 


‚d.h. praktisch garnicht merkbar werden, 


_ Überhaupt haben diese Häufungs-D- und S-Gebiete nur eine 
mathematische Existenz; denn die ihnen zugrunde liegende 
Voraussetzung, daß alle Elemente des Systems einander genau 
gleichen, ist physikalisch unrealisierbar; ist sie aber nicht streng 
erfüllt, so verwischen sich die Grenzen zwischen D- und 
_ S-Gebieten ein wenig und die Folge ist, daß sich die Um- 
gebung eines Häufungspunktes praktisch wie ein zusammen- 
hangendes S-Gebiet verhält. Analog liegt bei —> co im 
m (68) praktisch ein zusammenhängendes D., bei (69) ein 
Jedenfalls verhalten sich also die gemischten Systeme 
7 pe sikalisch real ähnlich wie kontinuierliche und diskontinuier- 
liche (d.h. mit endlich vielen D- und S-Gebieten). Als solche 
sind sie in der Praxis auch stets behandeit worden; in manchen 
Fällen ist dann die Berücksichtigung überhaupt nur eines 
einzigen D- bzw. S-Gebietes erforderlich. Dazu sei kurz auf 
das Beispiel der a verwiesen, die wohl den ein- 
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fachsten Fall eines solchen Systems darstellt. Hier wird, wenn 
man die Dämpfung außer Betracht läßt: 
(73) cos = @ — lo sin 
dabei ist ite ~ das Verhältnis von Spuleninduktivität zu 


Wellenwiderstand der unbelasteten Leitung, o der Spulen- 
abstand, c wieder die Lichtgeschwindigkeit. Bekanntlich ersetzt 
man bei vielen technischen Rechnungen die Pupinleitung durch 
die entsprechende Spulenkette mit gleicher Grenzfrequenz, 
sieht also die kontinuierlichen Zwischenstücke als konzentrierte 
Kapazitäten an.!) Dieses Verfahren ist nur dann berechtigt, 
wenn wirklich alle höheren D-Gebiete keinen merklichen Beitrag 
mehr liefern; wie eine einfache Rechnung zeigt, die an anderer 
Stelle durchgeführt werden soll, ist hierzu erforderlich, daß der 


dimensionslose 


groB gegen Eins ist. Legt man nun etwa ein mittel bis leicht 
pupinisiertes Kabel zugrunde [L ~ 0,05 Henry, 8,~ 150 2, 
°=-2 km], so wird in der Tat 4~ 100. — Indessen liegt der 
Fall gewöhnlich nicht ganz so einfach wie hier. Wir betrachten 
etwa das Gegenstück zur Pupinleitung (73), in welchem die 
konzentrierten Induktivitäten nicht als Längs-, sondern als 
Querreaktanzen geschaltet sind; diese Anordnung ist in den 
akustischen Hochpaßfiltern verwirklicht. Hier gilt entsprechend: 


o 
(75) cos K = cos — + sin—@. 


G.W.Stewart hat seinerzeit bei Einführung der akustischen 
Kettenfilter analog der eben bei der Pupinleitung angedeuteten 
Betrachtung diese Systeme ebenfalls quasistationär behandelt), 
ist aber mit dieser Auffassung auf Schwierigkeiten gestoßen, 
welche erst durch Mason?) beseitigt wurden, der diese Ketten 
als gemischte Systeme ansah. Im allgemeinen ist nämlich der 


1) Vgl. z.B. L4, § 268ff; dort auch weitere Literatur. Auf die 
höheren D-Gebiete der Pupinleitung wiesen meines Wissens zuerst 
U. Meyer (L 14) und R.S. Hoyt (L 8) hin. 
2) @. W.Stewart, vgl. L15 und 16. 
3) W. P. Mason, vgl. L 13. 
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hier ganz entsprechend (74) zu definierende Parameter bei den 
praktisch gebrauchten Dimensionierungen nicht stets sroß 
gegen Eins, so daß außer dem Haupt-S-Gebiet um © = 0 
En meist noch ein odere ‚mehrere höhere S- Gebiete “ 


die ra Fragen in ‚sehr hübscher Weise gleichzeitig von = 
experimentellen und theoretischen Seite her behandelt. 
Hiermit ist die Theorie der Signalfortpflanzung in disper- 
gierenden Systemen zum Abschluß gelangt. Zwar liegen noch 
viele Gebilde, die ebenfalls zu dieser Gattung zu rechnen 
_ wären, außerhalb ihres Rahmens — z. B. alle Systeme mit 
erheblicher Dämpfungsdispersion (vgl. L 1, § 3) —, doch um- 
faßt dieser einen größeren Kreis physikalisch zusammengehöriger 
und praktisch wichtiger Systeme, für die die Theorie vollständige 


u Methoden geben indessen auch die Grundlage zur 
Behandlung darüber hinausgehender Fragen wie etwa der der 
Behandlung von stark gedämpften oder von ortsabhängigen 


Systemen. 


+ 


Zusammenfassung 


In dieser Untersuchung, die den Abschluß einer um- 


fmm Systemen bildet?), werden die Einschwingvorgänge 
i in diskontinuierlichen und gemischten verlustfreien Systemen 
behandelt. Unter diskontinuierlichen Systemen werden Ketten 
aus symmetrischen Vierpolen, also Kreuzgliedern, verstanden, 
welche die gewöhnlichen Kettenleiter 1. und 2. Art als Spezial- 
fall mit enthalten. Es ist, ähnlich wie es bei den kontinuier- 
lichen Systemen durchgeführt wurde, möglich, allgemeine 
Gesetzmäßigkeiten aufzuzeigen, die für alle denkbaren verlust- 
freien Kreuzgliedkombinationen gültig sind und aus ihnen 
gewisse Dispersionssätze herzuleiten, mit deren Hilfe man die 
allgemeine Form des Signalverlaufs in solchen Systemen be- 
stimmen kann. Die für diskontinuierliche Systeme gültigen 
Dispersionsgesetze sind entsprechend der viel größeren Mannig- 


1) E. Lewy, vgl. L 12. 
2) Vgl. den ersten und zweiten Teil dieser Arbeit, Ann. d. Phys. (5) 
. 8. 295. 1930; N S. 731. 1930. 
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faltigkeit dieser Gebilde weniger inhaltsreich, d.h. komplizierter 
als die, denen die Kontinuen unterworfen sind. Es zeigt sich, 
daß bei diskontinuierlichen Systemen die Gruppenlaufzeit im 
Gegensatz zu den Kontinuen mehrere Extrema in demselben 
Durchlaßbereich haben kann. Dann hat ein solcher also 
mehrere Quasilatenzzeiten (Minima der Gruppenlaufzeit; ver- 
gleiche den ersten Teil dieser Arbeit a. a. O.!), die jeweils ge- 
wissen Abschnitten in ihm entsprechen; andererseits tritt ein 
neues Phänomen auf: von einer sogenannten Teillöschzeit ab, 
die einem Maximum der Gruppenlaufzeit entspricht, hört ein 
Teilintervall eines solchen Durchlaßbereichs auf, merkbare 
Beiträge zum Signalablauf zu liefern, d. h. die in ihm befind- 
lichen Teilfrequenzen treten von da ab nicht mehr in Erscheinung. 
Einen Sonderfall bilden hierbei die sogenannten völlig rezi- 
proken Systeme, die in der Übertragungstechnik zum Phasen- 
ausgleich benutzt werden: sie haben keine Grenzfrequenzen 
und Sperrgebiete, bei ihnen tritt infolgedessen eine Haupt- 
löschzeit auf, d. h. der gesamte Ausgleichsvorgang hat, un- 
abhängig von der Gestalt des aufgegebenen Signals, bei ihnen 
ein ziemlich definiertes Ende. Einen besonders interessanten 
Spezialfall bilden im Zusammenhang hiermit solche Systeme, 
deren Gruppengeschwindigkeit bei gewissen Frequenzen Extrema 
höherer Ordnung hat; sie haben nämlich physikalisch die Eigen- 
schaft, in Umgebung derselben nahezu dispersionsfrei zu sein, 
d.h. als reine Verzögerungsschaltungen ohne erhebliche Ein- 
schwingvorgänge zu wirken. — Den Abschluß bildet eine kurze 
Untersuchung der gemischten Systeme, worunter im allgemeinen 
Wechselketten aus kontinuierlichen und diskontinuierlichen 
Teilsystemen zu verstehen sind. Die Aufstellung ähnlich all- 
gemeiner Gesetzmäßigkeiten wie vorher für ihre Komponenten- 
systeme erweist sich jedoch wegen des erheblich komplizierteren 
Verhaltens dieser Gebilde als unmöglich. Trotzdem ergibt eine 
funktionentheoretische Diskussion die wichtigsten Eigenschaften 
dieser Systeme und damit die allgemeine Art der Signalfort- 
pflanzung in ihnen. Sie haben im Gegensatz zu ihren Kompo- 
nenten unendlich viele Durchlaß- und Sperrbereiche, von denen 
indessen bei ihrer physikalischen Realisierung stets nur wenige 
in Erscheinung treten können. Praktisch kann man sie somit 
stets in genügender Näherung als Kontinua und Diskontinua 
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Zur Frage 


H, Ludloff _ 
(Mit 12 Figuren) 
In den meteorologischen Arbeiten von Bjerknes und 
seinen Schülern?) spielt die sogenannte „Polarfront“ eine große 
Rolle; diese wird aufgefaßt als eine Trennungsfläche zwischen 
der kalten Luftmasse, die sich als Kalotte um den Pol bildet 
und einer warmen Masse, die sich als breiter Gürtel über den 
äquatorialen Gegenden lagert. Diese Polarfront, die in der 
Breite des mittleren Europa verläuft, ist natürlich nicht ein 
für allemal örtlich scharf definiert, sondern schwankt je nach 
Jahr, Jahreszeit und orographischen Verhältnissen und wird 
hin und her geschoben durch die thermodynamischen Aus- 
gleichungsvorgänge, d. h. besonders durch die großen Luft- 
stréme, die vom Pol zum Aquator und umgekehrt laufen. 
Diese Luftströme sind es, an deren Grenzfläche sich die Er- 
scheinungen ausbilden, die wir als „das Wetter“ bezeichnen. — 
Infolge der bekannten Rechtsabweichung auf der Nordhalb- 
kugel erhält der vom Pol kommende Wind eine starke Ost- 
windkomponente, der äquatoriale eine starke Westwind- 
komponente. In unseren Breiten drängen diese beiden Ströme 
schon beinahe als Ost- und Westwind aneinander vorbei und 
suchen sich zu mischen. Je nach dem Unterschied in der 
Stromgeschwindigkeit und der Dichte, d.h. Temperatur wird 
dieser Mischungsvorgang mehr oder weniger schnell und voll- 
kommen vor sich gehen: Infolge der ja immer vorhandenen 
Störungen bilden sich an der Grenzfläche der Ströme große 
Luftwellen aus, die sich mit wachsender Amplitude allmählich 


1) Auszug aus der Göttinger Dissertation, welche aus äußeren 
Gründen sehr verspätet zum Abdruck gelangt. 

2) Vgl. V. Bjerknes, Beiträge zur Physik der fr. Atmosphäre. 13. _ 
8.1—14. 1926; ferner H.Solberg, Geofysiske Publikasjoner Vol. V.N0.9. 
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auch thermische Parameter eingehen, so scheint es doch vom 
Standpunkt der theoretischen Erkenntnis des Vorgangs nützlich, 


der rotierenden Erde zu behandeln, zumal da die thermischen 
Ausgleichungsvorgänge adiabatisch erfolgen und daher ge- 
gebenenfalls durch mechanische Zusatzkräfte ersetzt werden 
können. Man erhält so das physikalische Bild einer rotierenden 
Kugel, auf der zwei Luftmassen in. der oben angedeuteten 
Weise aneinander vorbeiströmen. Faßt man nur die geo- 
graphische Breite ins Auge, die unseren Gegenden entspricht, 
so kann man, wie schon bemerkt, die 
Luftmassen parallel zu unseren Breiten- 
kreisen neben- und übereinander zirku- 
lieren lassen (vgl. Fig. 1). Im Gleich- 
gewichtszustand wird die Trennungs- 
fläche, in der die beiden Ströme anein- 
ander grenzen, schräg zur Erdoberfläche 
in kleiner Neigung ansteigen. Die 
aes Größe der Neigung « ist leicht zu be- 
rechnen. Man zerlege zu diesem Zweck 
Fig. Drehvektor der Erde in die 
eae Komponente, die parallel zur Tangen- 
tialfliche des Breitenkreises liegt, m,, und in m,, das in 
radialer Richtung senkrecht auf letzterem steht. 

Wenn U, und U, die Geschwindigkeiten der beiden 
Ströme, o, und o, ihre Dichten sind, ferner p, und p, die in 
den beiden Strömen herrschenden Drucke, so ergibt sich aus 
den Eulerschen Gleichungen ’): 


+2a,- Te +2 aig l ‚+9= 
1 Op 1 Op, 
1) +20, ® | ds 


Also: Pı = — 20,'0, U, Y — 20, 0, U, 09? 


P, = — 20, 0, Un y — 205 0, Uz 2 — 0492. 


1) Die Zentrifugalkräfte sehen wir in der Neigung der Erd- 
anziehungskraft mit beriicksichtigt und lassen sie im folgenden ein fir 
allemal außer acht. 


den Vorgang als rein hydrodynamisches Stabilitätsproblem auf 
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n der Grenze der Ströme muß p, = P, sein; also 


20,(0 U, — tg or. 
(1 — @)9 + 2 (9, U, — g, U,) 


(2) 


Diese schräge mit der Neigung & ansteigende Fläche bedeutet n 
in unserem idealisierten Problem die Polarfront. Wir ver- 
folgen sie durch die ganze Troposphäre bis zur Grenze der 
darüber gelagerten Stratosphäre, die eine scharf ausgeprägte 
Grenze für die Witterungserscheinungen bildet; oberhalb dieser 
Grenze braucht man nach den Erfahrungen der Meteorologen _ 
keine Zyklonenbewegungen mehr zu berücksichtigen. Daher : 
haben wir die Grenze der Stratosphäre als feste Wand an- 
genommen. In den einzelnen Luftströmen der Troposphäre 
setzen wir die Dichte konstant, nehmen sie also aus volum- _ 
beständiger Materie bestehend an. Eine weitere Idealisierung 
besteht darin, daß wir die Ströme statt auf einer rotierenden 
Kugel auf einer rotierenden Scheibe fließen lassen; statt der 
geschlossenen Kreisform der Polarfront nehmen wir auf unserer 
Scheibe eine sich geradlinig nach beiden Seiten ins Unendliche | 
erstreckende Trennungsfläche an. Beim Übergang von der 
Kugel zur Scheibe muß die Rotationsgeschwindigkeit ent- — 
sprechend abgeändert werden. Indem sie (wie früher) in eine _ 
Komponente senkrecht und parallel zur Tangentialfläche des 
Breitenkreises zerlegt wird, wird nur die senkrechte Kom- — 
ponente @geheibe = WErde sing berücksichtigt, wo die geo- 
zentrische Breite ist. Der Fehler, der bei Vernachlässigung 
der Parallelkomponente von  auftritt, hat auf die Neigung 
nur einen geringen Einfluß.') 


Ohne diese weitgehenden Idealisierungen wäre eine analy- 
tische Behandlung des Problems nicht möglich gewesen. Nur 
auf die angegebene Weise gelang es, eine quantitative Ein- 


1) Da im oe Problem tga = ist, so ist nach (2) 


1% 


@ — 9 +t ~ 100; 
— U) 0, 


da in unseren Breiten aber a, < ®, ist, macht sich die Vernachlässigung ji Er 
von ,, bei der Neigung der Grenzfläche kaum bemerkbar. — Auch _ 
für die Stabilitätsfrage ist diese Vernachlässigung ohne Bedeutung Er 
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einzelnen mechanischen Größen zu erhalten. 

Wir haben dem Problem also endgültig folgende Fassung 
gegeben: „Auf einer mit der konstanten Winkelgeschwindig- 
keit w rotierenden Scheibe fließen zwei Ströme von volum- 
beständiger Materie mit den Dichten o, und o, und den Ge- 
schwindigkeiten U, und U,. — Auf der Grenzfläche beider 
Ströme, die sich schräg im Winkel « (tg«< 1) zur Scheiben- 
fläche einstellen wird, treten „lange“ Wellen auf. Die Ge- 
schwindigkeit dieser Wellen in Abhängigkeit von ihrer Länge, 
von @, (0, — 0,), (U, — U,) und & soll untersucht werden; ins- 
besondere soll festgestellt werden, wann die Bewegung labil 
wird ?“ 

Wir haben es hier mit der Untersuchung der Stabilität 
oder Labilität einer Bewegung zu tun. Zu diesem Zweck 
werden den Bewegungen in bekannter Weise Wellensysteme 
superponiert und deren Geschwindigkeit berechnet; je nachdem 
sich diese Geschwindigkeit reell oder komplex ergibt, haben 
wir einen periodischen Vorgang oder einen Vorgang mit 
zeitlich anwachsender Amplitude d.h. Labilität. — Bei allen 
folgenden Rechnungen machen wir zwei Grundannahmen; wir 
betrachten, wie es den meteorologischen Daten entspricht, 
Wellen 

a) deren Länge groß ist gegen die Tiefe der Luftschicht, 

b) deren Amplitude klein ist gegen die Schichttiefe und 
damit erst recht klein gegen die Wellenlänge. 

Die Berücksichtigung dieser Voraussetzungen bei An- 
wendung der hydrodynamischen Gleichungen führt auf die von 
Lagrange entwickelte Theorie der „langen“ Wellen mit 
kleiner Amplitude, deren Hauptfolgerungen hier angeführt seien. 
Die Annahme a) bedeutet: die vertikale Beschleunigung in der 
dritten Eulerschen Gleichung kann vernachlässigt werden; der 
Druck ist somit der Höhe nach rein hydrostatisch verteilt. 
Hiermit zusammenhängend sind die Horizontalkomponenten 
der Geschwindigkeit u und v von der Höhenkoordinate z un- 
abhängig; infolgedessen ist, da wegen der Kontinuität 
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wo die Klammer von z unabhängig ist. 
Die Annahme b) bedeutet: Quadrate und höhere Potenzen 
der Geschwindigkeitskomponenten können vernachlässigt werden. DS 
Zunächst soll noch nicht die eigentliche Aufgabe in Angriff ones 
genommen werden, sondern es sollen erst einige einfachere 
Vergleichsfälle behandelt werden. un 


§ 1. Vergleichsfälle 


1. Vergleichsfall 

Zwei Ströme U, und U, mit den Dichten 0, dol 
rechteckiger gleichférmiger Kanal mit 
der Tiefe 2h mit starrem Boden und 
starrer Decke, keine Rotation (vgl. Fig. 2). 
— Auf der Grenzfläche beider Ströme 
laufen lange Wellen. Wie groß ist die 
Geschwindigkeit? — Zur Berechnung 
stehen uns zur Verfügung: Die Euler- 
schen Gleichungen, die Kontinuitäts- 
bzw. Oberflächengleichungen und eine 
Gleichung, welche die Druckgleichheit zu beiden Seiten der 
Trennungsfläche ausdrückt. Also: 


(4) P, =— 0, 92+0, P, (x,t) (Integral d. 2. Eulerschen Gl, 


Die Druckgleichheit zu beiden Seiten der Oberfliche wird 
ausgedriickt durch die 


(6) 
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Hier bedeuten u, », 
Flissigkeitsschichten ohne Berücksichtigung der Ströme U;; 
p, die Drucke, P, gewisse hierbei auftretende Integrations- 
funktionen, £ die Koordinate der Oberfläche. 


Unter der Annahme, daß alles periodisch verläuft: 

5 
= 


ur 


FE i i i i 
(7) 


ergibt sich: 

| (—c+ =-B; (—c+4+ U,)u, =—§,; 
(e+ (-c+ 

| — = (0, — 94 - 

Wenn hierin ®, und ®, durch u, und u, und diese Größen 


wiederum durch a ersetzt werden, ergibt sich schließlich für 
die Wellengeschwindigkeit: 


(8) 


Die Bewegung ist also stabil oder labil, je nachdem 


(9) 0; U, + U? + Us? _A-R gh=0. 


01 +9 + ( 2) 


ist, wobei c, die Wellengeschwin- 
digkeit bei Abwesenhsit von U,, 
U, bedeutet. 


2. Vergleichsfall 
Fi Auf einer mit der konstanten 
Winkelgeschwindigkeit rotieren- 
den Scheibe zwei Flüssigkeits- 
massen 9, und g,, jede von der 
Höhe h, U, = U, = 0 (vgl. Fig.3). An der Grenzfläche „lange“ 
Wellen. Also: 


OU; 


Fig. 3 
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1 


= (— 1j.h-u,. 


(12) 


Wenn ®, durch u, und dann durch a ersetzt wird, tied sich 
aus (11): 


4 2 
und somit 
2 
(0, — @2)9% — (Q, +) G - 


cat + ate 


wie zu erwarten, ist diese ER immer 


(13) 


Zwei Ströme U, und 
Dichten 9, und o, in einem Kanal, dessen 
Seitenwände um 45° gegen die Vertikale ge- 
neigt sind (vgl. Fig. 4) (die Ströme haben 
hier die Gestalt und Lage, die sie z.B. in 
einem speziellen mechanischen Fall der Ro- 
tation durch den Einfluß der Corioliskräfte 
bekommen können). 

Da es sich hier um eine rotationslose Bewegung handelt, 
können die Geschwindigkeiten aus einem Potential erw 
werden. Man setze für die untere Flüssigkeit: 


14) g, =—U,-2+4- Gof 
für die obere Flüssigkeit: ee 


4b) Gof 


und für die ia Grenzfläche : 


-h .eilkz-ot), 


(14c) =(- Sof * - ———— 


V5 
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Die Potentiale y, und y, erfüllen, wie man n verifiziert, die 
Gleichung 4g = 0 und geben für die Randflächen: 


(15) 

| bzw. : fiir y=+(-h). 

Es sind somit nur noch die beiden Oberflächengleichungen 
und die Druckverbindungsgleichung zu befriedigen. Also: 


=+ für y=-+(@+h, 


N 
Die Druckgleichung, hier ein Integral aller Eulerschen Glei- 
chungen zusammen, gibt bei Vernachlässigung von 
2. Ordnung: 


1 pı U 
Pa d on r 
ot gz+l x 


für 2=¢ ist p, = p,; also unter Benutzung von (14a, b, c) 


€of — Cof }. 
Wenn hier noch aus den ee 


<> Sin 


(18) 
= -kU,)4 


— kU,)a 


(19) 


| —kU,)a= 


kh 
— U} + @, — (0, iyi Tang (7%) = 0 
oder für U, =— s U: 


(9 — 
(0, + 


eingeführt wird, erhält man als Bestimmungsgleichung für c: 
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Die Bewegung ist also hier stabil oder labil, je nachdem 


(0 — g Tang (= 4010 .U: 
ist. 
kh 
an 
zyx (7) 
ist aber für lange Wellen, d.h. kleine kh = se dieser Aus- 


druck fiir die Wellengeschwindigkeit c, ohne ET 
der Ströme U, und U, ist bei dieser Kanalform sehr er 
wenn man sich zu diesem Zweck sowohl den unteren wie den 
oberen Strom statt in dem obigen dreieckigen Kanal fließend 
denkt in einem rechteckigen Kanal von der Höhe h/2. 


§ 2. Die analytische Formulierung des meteorologischen 
Problems 


Wellenbewegungen von einer wie sie sonst - 
irdischen Verhältnissen (selbst auf Ozeanen) nicht vorkommen. . 
Wir können nach den Angaben von Bjerknes aus dem Ab- 
stand der Zyklonen, d.h. der labil sich zum Wirbel umbildenden Ss 
Wellenberge auf eine durchschnittliche Wellenlänge von 
2000 km schließen; die Höhe der schwingenden Troposphäre 
müssen wir mit 10 km veranschlagen. Bei diesem Größen- 
verhältnis ist es erlaubt, die Vernachlässigungen zu gebrauchen, 
die bei der Theorie der „langen“ Wellen üblich sind. Es ist — 
ferner zu berücksichtigen, daß infolge des Einflusses we 
Corioliskräfte eine Schrägstellung der Orbitalkreise erfolgen 
wird, in denen die Luftteilchen bei der Wellenbewegung um- 
laufen. Wenn wir den Orbitalkreis in eine horizontale und 
eine vertikale Projektion zerlegen, so wird die Erdrotation nur 
die horizontale Komponente beeinflussen. Darum scheint es 
uns prinzipiell unwesentlich, wenn in unserer Rechnung statt 
der Kugel die Scheibe genommen wird, da dies nur eine kleine 
Verzerrung der Vertikalkomponente bedeutet. Die Annahme, 
daß die Amplituden der Wellen klein (gegen die Höhe der 
Luftschicht) sind, ist berechtigt, solange mittlere Höhen der 
Polarfront ins Auge gefaßt OR An ee Ecken an ae 


| 


setzung in kleinen Bereichen nicht mehr gelten. 
nicht übersehen werden bei der Aufstellung der Grenz- 
bedingungen unseres Problems, auf die jetzt näher eingegangen 
werden soll. 


In jedem der beiden Ströme, die aneinander vorbeidrängen 
und sich keilförmig übereinander schieben, werden sich eizent- 
lich alle physikalischen Größen stetig ändern; bei der mathe- 
matischen Formulierung des Problems aber, wird infolge der 
auf S.618 gemachten Voraussetzungen eine Vereinfachung und 
Schematisierung. notwendig, wie es die nebenstehende Fig. 5 
zeigt. Man erhält so vier Gebiete: Während zwischen I und II 
eine wirkliche physikalische Grenze, die Polarfront, liegt, ge- 


G 
¥, 


Er, 


> 


er 


hören die Gebiete I und III sowie II und IV paarweise zu- 
sammen; I und III sind vom Grundstrom U,, II und IV von 
U, durchströmt. In Wirklichkeit werden sich in jedem der 
beiden Gebietspaare die kleinen Zusatzgeschwindigkeiten, die 
vom Wellenvorgang herrühren, stetig ändern; diese stetige 
Änderung käme auch mathematisch zum Ausdruck, wenn nicht 
die Vernachlässigungen angewandt wären, die von der Theorie 
der langen Wellen und der Annahme unendlich kleiner Amplitude 
herrühren. Betrachtet man die vertikalen Flächen, die durch 
die Schnittkanten der Trennungsfläche I/II (Polarfront) mit 
Boden (Erde) und Decke (Stratosphäre) gelegt werden können, 
so sieht man, daß diese Flächen in der x-Richtung eine sinus- 
förmige Wölbung zeigen; wegen der Annahme sehr kleiner 
Amplitude müssen diese sinusförmigen Flächen genähert durch 
gerade Flächen ersetzt werden. Doch ist hierbei zu bedenken, 
daß hiermit ein kleines Raumstück auf eine Fläche zusammen- 
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gezogen worden ist, und es bedarf noch einer Uberlegung, wie seh 
die physikalischen Vorgänge zu beiden Seiten dieser Fläche 
aussehen werden. An dieser Grenzfläche ist in den Gebieten & 
und II noch eine Vertikalkomponente der Geschwindigkeit u 
erwarten, da infolge des Wellenvorganges die Grenze I/II Br a 
periodisch gehoben und gesenkt wird. Diese Vertikalkomponenten ah 
werden nun in den Gebieten III und IV zwar an den Grenzen 
eigentlich noch vorhanden sein, aber nach der Seite hin rasch en Ry 
abnehmen. Wir begehen nun die Vernachlässigung, die Vertikal- er = a 
komponenten im ganzen Gebiet III/IV gleich Null zu setzen. 
Dies ist eine notwendige Folgerung aus der Theorie langer x 
Wellen; nach ihr ist nämlich, wie oben gezeigt, 


da nun für z= 0 und z =h an Boden und Decke w = 0 sein # eee 
-, OU dv 
muß, ist 0, also u 


überall gleich Null. Somit ist ge- 
zeigt, daß bei unserer Annahme 
die Flächen I/III und II/IV Un- 
stetigkeitsflächen derz-Komponente 
der Geschwindigkeit sind. — Natür- 
lich müssen wir verlangen, daß 
der Druck zu beiden Seiten der 
Unstetigkeitsfläche der gleiche ist, sowie, daß die auf der Fläche 
normale Geschwindigkeitskomponente keinen Sprung habe; wir — 
schreiben also bei II/IV und I/III Druckgleichheit und Kon- 


tinuität vor. 


Den Koordinatenanfangspunkt legt man zweckmäßigerweise 
in den Treffpunkt von I, II und IV, die positive 2-Achse 
parallel zum positiven Drehvektor. Das Koordinatensystem — 
rotiere zusammen mit der Scheibe mit der Winkelgeschwindig- 
keit ©. — Nun pflegt man die Eulerschen Gleichungen eines 
rotierenden Systems am einfachsten immer auf die Rotations- ae 
achse als z-Achse zu beziehen; dies kann auch hier erreicht 
werden, wenn die Rotationsachse in unsere festgesetzte z-Achse _ 
verlegt wird (vgl. Fig. 6). Das wesentliche des Problems wird — 
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hierdurch nicht berührt, wenn nur die Corioliskräfte, PR aber 
die Zentrifugalkräfte in Betracht gezogen werden; die Zentrifugal- 
kräfte aber sehen wir in der Erdbeschleunigung g bereits mit 
berücksichtigt und lassen sie hier ein für allemal außer acht. 

Es bleibt noch übrig, die z- und y-Achse, natürlich als 
Rechtssystem, festzulegen; dies geschehe wie in Fig.6 angegeben. 
Wenn mit (o,, U,) der schwere vom Pol kommende Ostwind 
bezeichnet wird, ist U, entgegen der positiven z-Achse, also 
negativ zu nehmen. Ferner ist 


im meteorologischen Fall stets positiv. U, nehmen wir der 
Einfachheit halber immer gleich — U,, da es stets möglich ist, 
ein entsprechendes Koordinatensystem einzuführen. Hiermit 
können unter Beachtung der auf S. 618 angegebenen Vernach- 
lässigung die Hauptgleichungen in den Gebieten I und u auf- 
gestellt werden. SE 


1. die zweimal 3 Eulerschen Gleichungen: 


@ 
1 Op 
U, 2 17] ul=— 
+ + (U 1 T ) @ oy 
1 op, 


dh. =-g2+P, 


0; Ox 
249 
+ 2@(U, + u,) 
@ 9: 


d.h. 


2. die Oberflächenbedingung für jeden von beiden Strömen: 
In der ist die tga-y; wenn 


(26) 
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die superponierte Schwingung bezeichnet, ergibt sich fiir die 
bewegte Oberfläche: 


6 + a¢ 


(23) ot ach (U + _ 


+0; 


Unter Beachtung, daß z, nur von y abhängig ist, Quadrate — 
und höhere Potenzen in den Geschwindigkeiten vernachlässigt _ 
werden und w bei „langen“ Wellen gemäß der Kontinuitäts- 
gleichung 


Woberf. = — % 
ist, gilt: 
24) 
er) | +0 
Ot 2 dy 


3. Zu beiden Seiten der Grenzfläche 2,+£ soll Druck- 
gleichheit herrschen; also: 


| ¢k(U,— )u,— =——: ikp,=—ikP,, 
ik (U,— 0)», 


ikU,— Oy) + = 
(0: — 0) I(@+O= 0,P,—0,P,. 


Es kommen hier noch einige Glieder vor (2@ U,, @; wis 3 
den Periodizitätsfaktor nicht enthalten; diese werden eliminiert 
durch den Ansatz: 


| eir@-en, 
= A(y)-eike-ch, 


1) 
| u,= usw. 


Hiermit erhält man folgendes System 
gewöhnlichen Differentialgleichungen: 


ai 
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| 
sw. = (h 2) | 2% 4 2% 
°l dz Oy |’ 
| 
rad is rhe 4 
‘ 
(26) 
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Drei dieser Beziehungen sind lineare Gleichungen; das obige 
System kann also auf ein System von vier Differential- 
gleichungen reduziert werden. Wenn wir nach den Ableitungen 
von u,, d, ordnen, ergibt sich’): 


=- = 0, - + »,| —k-u, 

wo 


2@ 


+ 


und z= y- tga ist. 
Es wird sich später als zweckmäßig erweisen, das ganze 


R und II und » eine dimensionslose Variable ist, die von 0---1 
läuft. Ferner setze man 2,= y-tga=h-y, wo h die Höhe 


der Atmosphäre ist; c=U,-4; K= - A(n) von der Dimen- 
‘ 11 


sion einer Geschwindigkeit. 


nie System nur in dimensionslosen GréBen auszudriicken; zu diesem 
RR Zweck führen wir ein: y = 1-4, wo l die Breite der Gebiete I 


1) Wenn »; = ib,* gesetzt und dann für v,* im folgenden einfach- 
heitshalber wieder wird. 


syste 


(30) 


Hier 
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wird 
zwec 
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such 
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und 
sond 


und 

für | 
ause 
vers( 


dir W 


(U, — cd, + $e. u, (U, — ov, + — 
T tg o r g [73 
( 1 1 2 2 
re 
1 dv, 1 dv, 
tk dy "Le" th dy 
(a, 0,) g A = 0» F, — F, . 
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ER 


‘später durchzuführende numerische Integration als zweckmäßig 


Mit diesen Substitutionen erhält man aus dem Gleichungs- a 


system (29) das Folgende: 
20 
kU, 
+ [2kU]v,+ 
(30) dn 2% 2 
kl.kU, 1 2a 
kl-kU, (1 +A) 
-| 20 ~ (1 + A) + | 2? 
dy, [kU 1 
K + |» - | 
du 1 20 
Hier kommen in den Koeffizienten nur noch die drei dimen- BE Br 


sionslosen Größen w1/U,, w/kU, und deren Quotient kl vor; r EL 
nach Vorgabe von zwei dieser Größen ist das Problem mecha- __ 
nisch definiert. Die Einführung der dimensionslosen Größen 
wird sich bei der numerischen Integration des Problems als ER; 
zweckmäßig erweisen. Die Einführung der Größe K von der ; 
Dimension einer Geschwindigkeit anstatt von », geschieht in cr a 
Rücksicht auf den mathematischen Gang der Stabilitätsunter- — 
suchung. Während das Gleichungssystem (30) sich für die 


erweist, ist das Gleichungssystem (29) durch seine symmetrische 
und übersichtliche Form für eine qualitative Diskussion be- __ 
sonders geeignet. 

Während wir uns bisher nur mit den Schwingungsgebieten I Ta 
und II befaßt haben, wollen wir jetzt die Differentialgleichung _ 
für die Bewegungen in III und IV aufstellen. Wie auf 8. 625 
auseinandergesetzt, machen wir die Annahme, daß w überall —__ 
verschwinden soll. Daher ergibt die Kontinuitätsgleichung !) 


1) Auch hier ist wieder v, = iv,* gesetzt und im folgenden für 
d;* wieder d; geschrieben worden. 
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(39) 
Da 
2@ (dv : gle 
)- (ag + ku) =0. Be 
Somit haben wir entweder ¢ = U (willkürliche mit der Flüssig- a 
keit schwimmende Wirbel) oder 
(33) a =— ode 
der 
und unter Benutzung von (31): grc 
dp _ der 
wic 
also gef 
= B,-e+*y + ent 
| a 
Indem man verlangt, daß die Bewegung im Unendlichen ab- a 
klingt, ergibt sich Ve 
(36a) fir y>O in III: », = B,-e-*4, 1, =+ B,-e- zu 
(86b) für y<O0 in IV: u, =— B,-et*y; 
dies sind die Lösungen der Anschlußgebiete III und IV. ne 
Als Randbedingung für die Grenzfläche I/III wäre nach (ka 
S. 625 zu fordern, daß Ve 
(37 | v, =b,füry=n=0als Bedingung der Kontinuität un 
) und u, = u, fiir y=7= 0 als Bedingung der Druckgleichheit. Me 
Entsprechend für die Grenze II/IV Re 
un 
(38) =v, und u, =u, für y=lodery=1. 
Da aber u,, d,, u, vb, nur bis auf einen willkürlichen Ampli- zie 
tudenfaktor bestimmt sind, muß man sich darauf beschränken ge 
zu fordern, daß na 


F 


sig- 


ab- 


en 


Da das System aus vier Differential- 
gleichungen besteht, miissen zu den 
Bedingungen (39) noch zwei weitere 
Randbedingungen hinzukommen. Diese 
bestehen darin, daB etwa vorhandene 
Partikulärintegrale, die bei y = 0 
oder 1 unendlich werden, verschwin- 
den sollen, da Anhäufungen von sehr 
großen Energiemengen in den Ecken 
dem physikalischen Sinn des Problems 
widersprechen würden. Es wird also 
gefordert, daß u, (und damit auch v,) 
endlich bleibt bei y=0, und u, 
(und damit auch v,) endlich bleibt 
bei y = I. — Es bleibt noch übrig zu 
verifizieren, daß eine solche Randbe- 
dingung mit dem mathematischen 
Verhalten der Integrale in Einklang 
zu bringen ist. Da die Differential- 
gleichungen bei y = 0 und y = I! Pole 
1. Ordnung besitzen, also „vom Fuchs- 
schen Typus“ sind, ist es möglich 
(nach einer Theorie von Horn), das 
Verhalten der Integrale bei y=0 
und y = 1 vollständig zu bestimmen. 
Man geht nämlich mit dem üblichen 


Reihenansatz B(y) in die Gleich- 
ungen ein und findet fiir das Lésungs- 
quadrupel folgende aus den Koeffi- 
zienten der Differentialgleichungen 
gebildete charakteristische Determi- 
nante zur Bestimmung von a: 
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Diese Determinante hat den einfachen Bau: 


Clie C, C, 
P.C, P-C,-o P.C, P.-C, 
0 0 0 0 
0 0 0 06 


mit den vier Wurzeln: 0, 0, 0, —1. Es verhalten sich also 
bei y= 0 die vier Partikulärintegrale wie: 

Indessen gibt die dreifache Wurzel noch zu Uberlegungen An- 
laß, welche von den vier Integralen „logarithmenbehaftet“ sind. 
Während bei einer einzelnen Differentialgleichung hierfür ein 
einfaches Kriterium existiert, hängt bei einem System die Ent- (42) 
scheidung hierüber noch ab vom Rang der Unterdeterminanten 
der charakteristischen Determinante. Zwar ergibt sich in 
unserem Fall, wo die sämtlichen „Elementarteiler“ einfach 
sind, das Resultat, daß alle drei Partikulärintegrale, die zu 
o = 0 gehören, logarithmenfrei sind, während das vierte Integral 
mit o = — 1 logarithmenbehaftet ist. Dieses einzige singuläre 
Partikulärintegral wird also gestrichen, so daß die drei übrigen | 
zusammen die Randbedingung (39) erfüllen können. Da die | 


Determinante (40) sowohl für y= 0 als auch für y= 1 gilt, Man 
so ist hiermit verifiziert, daß auch die zwei qualitativen Rand- 

bedingungen, die gefordert wurden, mit dem mathematischen (43) 
Verhalten der Integrale bei y = 0 und y =1 nicht im Wider- ou 


spruch stehen. 


§ 4. Diskussion eines Grenzfalls des allgemeinen Problems 

Das im vorigen Paragraphen aufgestellte System erfordert | (44) 
relativ komplizierte Methoden zur Berechnung der Eigenwerte. 
Es ist daher ein Vorteil, daß sich das System (29) approxi- 
mieren läßt durch ein System, an Hand dessen einige ein- 


fache Resultate hergeleitet werden können. Dieses einfachere Hier: 
System kann als Spezialfall von (29) angesehen werden für den | 

Fall, daß die Wellengeschwindigkeit c>U ist, d.h. wie 

man sich leicht klar macht, für den Fall sehr langer Wellen, | 5 
der hier ja gerade interessiert. In (29) ist nämlich fir c>U 45); ° 
in dem Koeffizienten von v, der Summand ee zu vernach- : 
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lässigen gegen wie man durch Einsetzen von 


(a -edgk ’ 
tga aus (2) leicht verifiziert. Auf diese Weise ergibt sich aus 
dem System (29) ein System, in dem die Glieder 2 
strichen sind; also: 
dv (U, — dik r 2a 
dy — @2) 9 Zo le. ul, k 
in- 
nd. dy — eg (h— 
ein 
nt- 
42 
in | dy — 02) 9% 
20 
— 9 {(U, -0,-% 
zu 
d 2 ac 
ral % ‚le 
ire | — eg 2) 
| r 
zen | 0; {(L ¢) 
. 
| 


ilt, Man setze nun 


nd- 
: 
er- 
und 
2 2 
1 
ert | (44) 
rte. 0; 7 +(U,— [2 
ia Hiermit ergibt sich 
wie 
45) (0:-@2) 9 20 dy 
ds, 2a,k ds, 


i 
% 
ER 
Phy 
; 
‘ 
ale 


H. Ludloff 


2a iv Y 
01 — @2) 9 dy + 


2 
(1 = @2) 9 20 dy +O]: 


ebenso: 


2a,k 
= etky ety ( : d 
[23 (4 02) 9 (h — 2) y+ 


2B iv 
-ky +ky 2 y d C 
fe (4 — @2) 9 (h— Zo) y+ 4 
und wenn man diese Werte in w einsetzt: 


2kw By ty + ,| 
fe — — 2) + 


+ky 


. nach a Differentiation und jeweiliger Multipli- 
kation mit bzw. e-*y: 


d* wp 4 


— m-k2 # Oy 
tok {1 + 


10° (9 U, — 9, U,)* 


40° 40° 
1-7 1777 
4 29 U; 20, U, 
-aghli-n 7 


von der 4. auf die 2. zu 
reduzieren. 

= Die Funktion w, welche nach der Definition (45) eine 
Kombination Geschwindigkeitskomponenten u,, », 
ist, kann nach (29) gleichzeitig als Profil des Wellenkammes 


— 
} 
| 
| —o@)gh \1 n di 
70 
schwindigkeit gedeutet werden. Differentia g ( 
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hat gegenüber dem System (29) den Vorteil, daß sie nur von 
2. Ordnung ist und eine Gestalt besitzt, an der die Funktion w 
relativ einfach diskutiert werden kann. 

Was die Randbedingungen dieses Problems betrifft, so 
fordern wir in Analogie zum System (29), daß die Funktion w 
bei 7 = 0 und 7 = 1 verschwinden soll; diese Bedingung ist 
nämlich äquivalent der Forderung, daß u, nicht unendlich 


werden soll beiy = 0 und u, nicht unendlich werden soll bei al 
n= 1, wie man durch Einsetzen leicht verifiziert. Die For- ter 
derung, daß w an den Rändern verschwinden soll, bedeutet die > 


Streichung eines Partikulirintegrals. Wie man nämlich aus 
der charakteristischen Gleichung berechnet, verhalten sich die 


C, beiden Lösungen von (49) wie u = 7 - $, (1) und 

(50) ws = (7) + 7 log wo P, (0) + 0 

- ist; nach der obigen Grenzbedingung muß also ws, gestrichen 
ipli- werden. 


Für die Diskussion der Funktion w benutzt man mit 
Vorteil die Tatsache, daß in (49) der Koeffizient von w die 
0 Krümmung der Kurve charakterisiert. Für c=0 wird der 
Koeffizient von w negativ und die Profilkurve konkav gegen 
die n-Achse geneigt, sowie = >|U,|, d.h. die Wellen eine 
gewisse Länge überschritten haben; eine Annahme, die ja bei 
der Aufstellung von (49) von vornherein vorausgesetzt war. Da 
“)| mit wachsendem reellen c aber allmählich das in c quadra- 

| tische Glied des Koeffizienten überwiegen muß, wird die 
Funktion w schließlich konvex gegen die n-Achse geneigt sein 
C und die Krümmung einen für die nullstellenlose Eigenfunktion 
ausreichenden Wert besitzen.) Für große Wellen also wird 
0. sicher ein reeller Eigenwert c die Randbedingungen befriedigen, 
die Bewegung ist dann stabil. Man kann also sagen, daß die 


das Bedingung T >|U,| eine hinreichende Bedingung für die 
Stabilität des Systems bedeutet. 


sine 1) Um diesen Sachverhalt explizite zu verifizieren, wurden nach 

v dem Verfahren des Krümmungsradius (vgl. Runge, graphische Methoden) 
em. mehrere Kurven für große und kleine Wellenlängen gezeichnet. Es 
— ergab sich, daß der nullstellenlosen Eigenfunktion reelle Eigenwerte zu- 
Ge- zuordnen sind bei mittleren meteorologischen Daten für Stellen über 


= 


Ar 
- 
PETER 


Ob es el auch notwendig für die | Stabilität 
ist, kann in so einfacher und allgemeiner Weise an der 
Differentialgleichung nicht entschieden werden. Doch zeigt 
die Form der Differentialgleichung, insbesondere das quadra- 
tische Auftreten des Eigenwertparameters c, daß bei geeigneter 
Wahl der mechanischen Größen komplexe Eigenwerte ¢ zu 
erwarten sind. Über die Größe solcher Eigenwerte läßt sich 
aus (49) eine allgemeine Aussage herleiten, die hier wieder- 
gegeben werden soll: 

Die Differentialgleichung (49) läßt sich schreiben in der 
Form: 


(51) w" — + — 0, 
WO Pz, 9, Funktionen von sind. 

Der Eigenwert sei komplex und zwar ¢, = «, + ‘a: dann 
ist auch die Eigenfunktion komplex und zwar 

Wenn Real- und Imaginärteil der Differentialgleichung 
getrennt wird, ergibt sich: 
— [Pi +92 @— — Plo = — Plp, — 2ag,)o, 
+9 %— — o=+ — 2a 


mit 
0(0)=0, o(l)=0; o()=0, o(l)=0. 


Nach Multiplikation der ersten Differentialgleichung mit o, der 
zweiten mit o und Subtraktion erhält man: 


0.0" — 0.0" = - = Big, — 2a (0° + 0°) 


und nach von 7=0 bis y=1: 


1 


Da kein Faktor des Integranden Null ist, muß der Integrand 


innerhalb des Intervalles 0---1 sein Vorzeichen wechseln. 
Dies wäre, wie man sieht, unmöglich für 
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wenn also # + 0 ist, liegt & zwischen 


> 
(2... 


293 (7) 
Fall J und Also: W enn überhaupt ein 


Das Minimum und Maximum von ist aber in unserem 


§ 4. Lösung zweier weiterer Spezialfälle 


Bevor die Lösung des allgemeinen Problems in Angriff 
genommen wird, seien hier noch zwei Grenzfälle diskutiert, die 
sich mit ganz elementaren Metho- 
den lösen lassen. ke 
Wir behandeln zuniichst den : NV 
Grenzfall (0, — 0,) = 0. Hier wird | 
9 U, Ui) 20 
— @2)9 
Die beiden Stréme laufen mit senk- 
rechter Scheidewand nebeneinander 
her (vgl. Fig. 7). Aus demselben 
Grunde, der bereits auf S. 626 - 
auseinandergesetzt ist, kann eine 
2-Komponente der Geschwindigkeit Fig. 7 
hier nirgends mehr auftreten. Wir 
haben in beiden Stromgebieten die schon früher berechnete 
räumlich abklingende Trägheitsbewegung; es handelt sich noch 
darum, die Grenzbedingungen an der Fläche y= 0 aufzu- 
stellen. Dazu stehen uns wieder die beiden Oberflächen- 
gleichungen und die Druckverbindungsgleichung zur Verfügung. 


Wie auf S.(631) abgeleitet, ergibt sich für Streifen I: y>0: 


ge= =00. 


—U., v, =6,-e-* 
U,, =6,-e-*9, = 
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Dudloff 


U =U 


es u, =— v,; 


.eik(z-e1t) 


(57) 
Also ist 


De 
(58) 


Die Druckverbindungsgleichung liefert: 

(59) 
Setzt man hierin für F,(0) und F,(0) die Ausdrücke (55) und 
für ö, und 5, wiederum die Ausdrücke (58) ein, so erhält man: 


20 2a U, 
kU,-9|U,-9- 2+ | 


Die Bewegung ist also labil, unabhängig von der Größe der 
Wellenlänge und der Rotation. Je kleiner der Unterschied in 
der Dichte der Ströme ist, desto mehr neigt die Bewegung 
unseres Systems zur Labilität, bis sie im Extremfall (0, — 0,)=0 
ausschließlich labil sein muß. 

Umgekehrtes Verhalten zeigt das betrachtete System im 
Falle sehr großer (o, — o,); auch hier ist mit elementaren 
Hilfsmitteln eine Entscheidung über die Stabilität des Systems 
möglich. Für große (o, — o,) wird tg«e = 0. Die Neigung 
der Grenzfläche der Ströme wird so flach, daß kein Punkt des 
Profils vor dem anderen ausgezeichnet ist. Hierdurch wird 


y 


Am einfachsten erhält man eine Bestimmung der Wellen- 
a c, wenn man statt von System (29) von den 


und entsprechend f 
4 
4 | kon 
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7 ursprünglichen Differentialgleichungen (28) ausgeht, dort 
konsequent die Ableitungen nach y = 0 setzt und statt 2,h,, 
statt (h — 2,)h, schreibt; also: Ri 


[07 


T 2 7 T 20 
(61) (U, - — =-F, (0, = 0, 


ferner: | 
(0, — =0,F, — 9F,. 


Wenn F, und F, aus den obersten 4 Gleichungen durch ra = 
und u, ausgedriickt werden, ergibt sich: 


r (2)? 


T (2 @)? 

+0 -0- u,, 

und wenn u, und u, durch A ersetzt werden: 
1 40? 

also fiir die Wellengeschwindigkeit : iat 


,-oh 
| 


2 hy — hy | 4 @? (@ — 09) gh, h, 


63) 


speziell für h, = h,: 


1 2 


0, 


Wie schon aus dem Radikanden zu erkennen, ist das die 
Summe von Vergleichsfall 1 und 2. 

Es bedarf noch einer gewissen Erläuterung, welches der 
physikalische Sinn des eben abgeleiteten Resultates ist. Der 
Gedankengang ist dabei der folgende: Bei sehr kleiner 
Neigung @ kann man in großen Stücken des betrachteten Ge- 
biets die Höhe näherungsweise als konstant ansehen. Man 
stelle sich also vor, daß der Boden und die Decke parallel zur 
schrägen Grenzfläche der Ströme gestellt seien. Auf diese 
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Weise arom man die Wirkung der Rotation auf den Wellen- 
vorgang ohne den komplizierenden Einfluß der keilförmigen 
Gestalt des Gebiets (vgl. Fig. 8. Die Höhe der beiden 
Schichten kann man als verschieden annehmen, so daß man 
die Spezialfälle einer breiten über einer schmalen Schicht, und 
das Umgekehrte mit umfaßt. Für die mathematische Be- 
handlung dieser Fragestellung aber wird es sich als Nachteil 
erweisen, daß die Grenzbedingungen bei der Schrägstellung 
von Boden und Decke ziemlich kompliziert werden, es sei 
denn, daß man ein schiefwinkeliges Koordinatensystem ein- 
führt, was wiederum auf die Form der hydrodynamischen 
Gleichungen erschwerend wirken würde. Ein Ausweg findet 


sich darin, daB jetzt die beiden Schichten horizontal gelegt 
werden, dafür aber die Gravitation eine kleine seitliche 
y-Komponente (g-tg @) erhält, so daß die Neigung des Bodens 
gegen das Schwere-Feld dieselbe bleibt (vgl. Fig. 8a). Hiermit 
wird allerdings eine kleine Horizontalkomponente des Dreh- 
vektors vernachlässigt (» -tg«); sie bedeutet aber nur eine 
kleine Zerrung der Orbitalkreise und ist für die Frage nach 
der Stabilität von keinem Einfluß. Was die kleine Zusatz- 
komponente der Gravitation in der y-Richtung betrifft, so tritt 
sie in obigem Gleichungssystem (61) nicht mehr auf, da sie 
sich durch den Ansatz zur Entfernung der nichtperiodischen 
Glieder (S. 627) weggehoben hat. — Durch diese Überlegung 
dürfte es gerechtfertigt sein, daß wir im Ansatz (61) Un- 


0 


abhängigkeit von y gefordert haben, obgleich wir für | “es e\ 
einen von 1 verschiedenen Wert angenommen haben. 
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_ Der hier behandelte Grenzfall kann mit Nutzen verwandt 
werden zur Diskussion des von uns betrachteten meteorologischen 
Problems. Greift man z.B. in beliebiger Höhe ein Gebiet G heraus 
(Fig. 9), so wird man durch Einsetzen der richtigen Höhen h,, h, 
ein Maß fiir die Labilität oder 
Stabilität dieses Streifens be- 
kommen. Man kann auf diese 
Weise (nach Art von Fig. 9) in 
jedem GebietG die Schwingungs- Fig. 9 
vorgänge getrennt studieren 

und hat so eine gewisse primitive Näherungsrechnung statt der 
Differentialgleichungen gefunden. Bei diesem Verfahren ergibt 
sich, aus Formel (63), daß die beiden Ecken an der Erdober- 
fläche und an der Stratosphäre immer relativ stabil sind, während 
die Mitte Labilität aufweisen kann. Ganz große Wellen sind 
auf der ganzen Polarfrontbreite stabil, während die Labilität 
kleinerer Wellen sich je nach dem Bezirk und dem vorgegebenen 
Dichtesprung richtet. 


$5, Diskussion des allgemeinen Problems 


Nach der Lösung der beiden Grenzfälle müssen wir der 
Frage nähertreten, mit welchen Methoden wir die Eigenwerte 
des allgemeinen Problems bestimmen können; insbesondere 
müssen wir zu entscheiden suchen, ob die gesuchten Eigen- 
werte reell oder komplex sind. 

Über komplexe Eigenwerte ist in der mathematischen 
Literatur fast nichts bekannt, da Probleme, die auf solche 
führen, nicht mehr mit den Sturm-Liouvilleschen Methoden 
behandelt werden können. Komplexe Eigenwerte können immer 
dann auftreten, wenn der zu bestimmende Parameter nicht linear, 
sondern quadratisch oder als Polynom in den Koeffizienten der 
Differentialgleichung vorkommt. Wie man sich überlegt, gilt 
bei solchen Eigenwertproblemen nicht mehr die Aussage des 
Kleinschen Oszillationstheorems, insofern als nicht eine, 
sondern mehrere Eigenfunktionen existieren, die eine bestimmte 
vorgegebene Nullstellenanzahl besitzen. Ändern sich nun die 
Koeffizienten der Differentialgleichung stetig, so ändern sich 
auch die Eigenwerte stetig und es rücken immer je zwei reelle 
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Eigenwerte (und Eigenfunktionen) mit derselben Nullstellen- 
anzahl zusammen, um als komplexe wieder auseinander zu 
gehen. Von den betrachteten Eigenwertpaaren ist das, welches 
zu den nullstellenlosen Eigenfunktionen gehört, das ausschlag- 
gebende, da die nullstellenlosen Wellenprofile die relativ 
labilsten sind, während Profile mit genügend hoher Nullstellen- 
anzahl sicher Stabilität zeigen. Man kann sich also hier darauf 
beschränken, zu entscheiden, ob zu der nullstellenlosen Eigen- 
funktion reelle oder komplexe Eigenwerte gehören. Zu diesem 
Zweck wird es nicht notwendig sein, den Wert dieser Eigenwerte 
explizite anzugeben; vielmehr ergibt sich für die Realität der 
Eigenwerte ein einfacheres Kriterium, wenn man die Änderung 
der Lösungskurven in Abhängigkeit von der Änderung des Eigen- 
wertparameters verfolgt. Es läßt sich nämlich zeigen, daß 
allmählich mit wachsendem reellen Eigenwertparameter A auch 
die Krümmung und damit die Anzahl der Nullstellen der 
Kurve zunehmen muß!) (wie dies ja auch beim linearen Eigen- 
wertproblem der Fall ist. Wenn daher die Werte der 
mechanischen Größen so gewählt sind, daß bereits für 2 = 0 
die Lösungskurven mehrere Nullstellen aufweisen, so ist dies 
für wachsende reelle A erst recht zu erwarten; also kann das 
nullenstellenlose Profil, welches nach dem oben Gesagten 
jedenfalls existieren muß, nur komplexe Eigenwerte besitzen. 
Umgekehrt, wenn die Lösungskurven der Differentialgleichung 
für A= 0 ohne Knoten verlaufen, so muß man annehmen, 
daß alle Eigenwerte reell sind. Aus den eben erörterten 
Gründen wird es daher ausreichen, die Integration des Systems (30) 
für 4 = 0 auf numerischem Wege durchzuführen und in Zweifels- 
fällen fiir einige geeignet gewählte reelle A > 0 das Anwachsen 
der Nullstellenanzahl der Lösungskurven zu verifizieren. 

Um numerische Methoden anwenden zu können, müssen 
wir das Randwertproblem als Anfangswertproblem formulieren 
und sowohl für A einen bestimmten Wert, hier also 4 = 0 
vorgehen, als auch den willkürlichen Amplitudenfaktor festlegen. 
Die Forderung, daß u, endlich bleiben soll, erhält erst einen 
bestimmteren Inhalt, wenn man die schrittweise numerische 
Integration bis zum anderen Rand 7 = 1 durchgeführt und 
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gesehen hat, mit welcher Annäherung die dort geforderten 
Randbedingungen erfüllt sind. Hierbei ist zu beachten, daß 
man an sich beim Probieren einer zweiparametrigen Willkür 
gegenüber steht, da nicht nur der richtige u,-Wert bei 7 =0, 
sondern auch der richtige A-Wert gefunden werden muß, damit 
sämtliche Randbedingungen erfüllbar sind. Danach den obigen 
Bemerkungen aber von vornherein 4 = 0 vorgegeben wird, so 
ist nur die Erfüllung einer einzigen Randbedingung bei 4 = 1 
möglich; diese besteht hier in der Endlichkeitsforderung der 
Lösungskurven. 

Unter Beachtung der eben genannten Gesichtspunkte 
wurden eine Reihe von Integrationskurven für das System (30) 
berechnet, von denen im folgenden 4 Beispiele wiedergegeben 
seien. Die Beispiele 1, 2, 3 zeigen Lösungskurven, die bereits 
bei A = 0 eine größere Anzahl von Nullstellen aufweisen, bei 
denen die Wellen also als labil zu betrachten sind. Das 4. Bei- 
spiel zeigt für A=0 ein nullstellenloses Profil und somit 
Stabilität. 

In dem von uns betrachteten meteorologischen Problem 
nehmen die mechanischen Größen beispielsweise folgende 
Werte an: 


% > 
© = Wyrae* Sin 60°. 


= 10 m/sec , siete, 


2 


Die meteorologischen Wellen mögen hier die relativ geringe 
Länge von 100 km haben; hiermit ist 


Y 


o 1 
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= — + uy + K]+ 10[u, — u,] + [120], 


+ 360 [u, + u, + K]— 60v, 


1 1 1 


+ 3K + »,] — [60], 
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4 setzen wir gleich Null. Dann ergibt sich für das System (30): a 
Ik 
= () | 
1en 64 | 
2 
| dn | 3 K + 6 v, [ ] Dd, 


Während wir festsetzen, daß u, = + 10, v, = — 10 für 7 =0 

sein sollen, haben wir für u,, K nur die eine fiir 7 = 0 ge- 

forderte Grenzrelation, welche aus der Forderung u, nicht oo 
folgt, nämlich 

—u,—u, + + v, 

d.h. mit den obigen Werten fiir u,, v,: 

— —u, =+ 11, 66. 


Indem wir fiir A und u, die Werte + 20 und — 21,66 vor- 
geben, die dieser Relation geniigen, sind die Absolutwerte fiir 
die vier abhängigen Variablen bekannt, so daß wir gemäß (64) 
die Differentialquotienten für 7 = 0 
hieraus berechnen können. Mit 
diesen erhalten wir wiederum die 


7 Absolutwerte, z.B. für 7= +00 


und nach (64) auch die Differential- 
quotienten an dieser Stelle. Dieses 
Verfahren kann nun in Schritten 
Fig. 10 von z.B. 1/100 fortgesetzt werden 

und ergibt fiir K einen Kurvenzug, 
wie ihn die nebenstehende Fig. (10) und Tab. (1) zeigt. Wir 
sehen eine Kurve, die bereits in dem Intervall von 7 = 0 bis 


y= 15 drei Nullstellen aufweist. Weitere Versuche mit 


reellem A > 0 ergeben ein ähnliches Bild der Kurve mit einer 
mit 2 allmählich wachsenden Krümmung. Hieraus ziehen wir 
den Schluß, daß eine nullstellenlose Eigenfunktion mit reellem 4 
nicht existiert, die Bewegung also labil ist. 


Tabelle 1 


3 4 


BE 
| Too | 100} 100 | 100 | 100 |7@ 
~25,2 | ~28,1 ‘| -38 | +14,3 | +16,0 | +14 | -28 


Die eben ausgeführte Methode der numerischen Integration 


ist bet ae Rechnungen nur als erste Näherung anzusehen, 
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reicht aber für unsere Zwecke vollständig aus. Um den 
Kurvenverlauf zu verbessern, kann man statt der ersten 
Schritte für kleine Werte von y für K, u, v Reihenentwick- 
lungen ansetzen, die wegen der Randbedingungen für 7 = 0 
regulär sein müssen und deren Koeffizienten durch Koeffizienten- 
vergleich bestimmt werden. Da diese Reihen aber nur in einem 
beschränkten Bereich praktisch brauchbar sein werden, müssen 
von einem gewissen 7-Wert an die Reihenentwicklungen wieder 
durch das frühere Verfahren fortgesetzt werden; dieses Ver- 
fahren kann nun dadurch verfeinert werden, daß die Graden- 
stücke, aus denen sich der Kurvenzug zusammensetzt, nicht 
genau an der Stelle angesetzt werden, an denen die Ab- 
leitungen berechnet wurden, sondern schon bei etwas kleineren 
Werten von 7. Dadurch wird vermieden, daß die vorangehend 
berechnete Ableitung allzulange bevorzugt wird vor der nach- 
folgenden. 

Auf diese Weise wurde mit den Werten: 


300° ? U, = U,= 15 m/sec, 


© = Werde * sin 60; = = 100 km 


fir K ein Kurvenzug erhalten, wie er in Tab. 2 dargestellt ist. 
Die K-Kurve zeigt auch hier bereits für 4 = 0 mehrere Null- 
stellen; Rechnungen mit reellem A >0 zeigen eine wachsende 
Krümmung der Kurve und damit eine Vermehrung der Null- 
stellen. Die Bewegung ist also auch hier als labil anzusehen. 


Tabelle 2 


50 1901 © 


50 


100 


0; — 0» 
U, =— U, = 50 m/sec, =; 100 km 


mit 2 = 0 gibt die Integration eine K-Kurve, wie sie in Tab.3 
dargestellt ist. Wie man sieht, weist die K-Funktion zwischen 
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ier Nullstellen auf; daher ist auch 


6 vi 
100 


200 200 200 200 


| -167,1 | —92,1 | +17 


T, — T, 
300°’ 
U, =— U, = 10 m’sec. 


Mit 2 = 0 ergeben sich aus den Rechnungen Kurvenziige fiir K, 
_ wie sie in Fig. 11 und Tab. 4 und 5 dargestellt sind. Der K- 
Wert für 7 = 0 ist in Fig. 11A so angenommen, daß für „=1K 
nach —oo geht; in Fig. 11B so, daß für „= 1K nach +w 
geht. Der richtige Anfangswert von K, mit dem beiy7= 1 der 
Endlichkeitspunkt erreicht wird, liegt zwischen den Werten 


Tabelle 4 
10 10 10 10 10 10 10 10 | 


K | +288 | +292 +295,7| +209,5 +303,6| + 308,8| +314,8| + 322,8 +354,1/+2 


werte selbst noch nicht bestimmt sind, so sieht man doch, 
daß die beiden Profile mit A = 0 keine Nullstellen aufweisen 
und noch nicht die für die nullstellenlose Eigenfunktion nötige 
Krümmung besitzen; da aber stets mit wachsendem reellem 4 


? 
= (0 diese Be- sch 
u . wegung als labil anzusehen, wie es bei der großen Geschwin- Di 
en digkeit der Ströme zu erwarten war. 
: Tabelle 3 
1 2 3 4 5 6 
i Bak | | 200 | 200 | 200 | 200 200 200 
~7,6 | -169 | —7,4 | +236 | +466 | +21,7 
— 
Ganz anderes Aussehen hingegen zeigen die Wellenprofile 
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schließlich die Krümmung der Kurve zunehmen muß, muß es 
möglich sein, die Randbedingungen mit reellem A zu befriedigen. 
Die Bewegung ist also in diesem Fall stabil. 


Ein ähnliches Resultat wurde auch für =. = 6000 km 


erhalten. 


Tabelle 5 
' a | ı 10 10 10 


K| +1083 + 1082,8| + 1084,1|+ 1086,8| + 1090,5| + 1094,7| + 1099.2 + 10002 - 


Diese Angaben mögen ausreichen, um das numerische 


geprüft wurde. Die durchgefiihrten numerischen Rechnungen 
haben übereinstimmend zu dem Resultat geführt, daß unter 
Strémungs- und Temperaturverhältnissen, wie sie in der 
Meteorologie üblich sind, Wellen über 1000 km Länge sicher 
stabil, Wellen unter 500 km Länge sicher labil sind. 

Zur Veranschaulichung dieser Verhältnisse sei das neben- 
stehende Bild (Fig. 12) wiedergegeben, das in qualitativer Weise 
die Abhängigkeit der Eigenwerte des Systems von der Wellen- 
länge dargestellt. Hiernach ergeben sich für die Wellen- 
geschwindigkeit ¢ jeweils Wurzelpaare, die bis zum Labilitäts- 
punkt (I, II,...) zusammenrücken, um dann komplex zu werden. 
Das nullstellenlose Wellenprofil ist das relativ labilste (Labilitits- 
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punkt I bei etwa 700 km). Hiernach kommt das Profil mi 
einem Knoten, zwei Knoten usw. 

Zusammenfassend können wir sagen: Die mechanische 
Labilität des betrachteten Systems stellt sich also, wenn sie 
überhaupt auftritt, nur bei kleinen Wellen ein und wird be 
sonders stark bei Luftströmen großer Geschwindigkeit. In der 
Sprache der Meteorologie kann dieser Fall als die typische 
Erscheinungsform des „Aprilwetters“ bezeichnet werden (dich 
nebeneinanderliegende Gebiete aufsteigender und absteigender 
Bewegung, mit Niederschlägen in den Steigegebieten und) 
Klarheit in den Fallgebieten). Während dieser Vorgang also’ 
rein mechanisch erklärbar erscheint, ist die Labilität der 
großen Zyklonenwellen, wie wir nun annehmen müssen, allein 
als hydrodynamisches Stabilitätsproblem auf der rotierenden @ 
Erde nicht zu verstehen; vielmehr dürften die Gründe fir? 
die beobachtete Labilität dieser Wellen in thermodynamischen 
Vorgängen zu suchen sein. 

Was die Idealisierungen unseres Problems betrifft, so scheint 7 
es, als ob die Annahme konstanter Dichte in den einzelnen | 
Strömen, sowie die Ersetzung der etwa 500 m starken Über- 
gangsschicht zwischen den Strömen durch einen Geschwindig- 
keitssprung keine prinzipiellen Vernachlässigungen bedeuten. 
Wichtiger wäre es vielleicht, das Mitschwingen der Stratosphäre 
zu berücksichtigen; ein Problem, dessen rechnerische Durch- | 
führung wenig aussichtsreich erscheint. Ebenso dürfte die 
Reibung der Ströme an der Erdoberfläche eine gewisse Rolle 
spielen; es wird sich dann, analog wie bei den reibenden 
Flüssigkeiten, an der Erdoberfläche eine Grenzschicht aus- 
bilden, die die Stabilität des Systems erheblich vermindern kann. 


Diese Arbeit entstand 1924 als Göttinger Dissertation 
auf Anregung von Hrn. Professor Dr. L. Prandtl; der Ver- 
fasser möchte nicht versäumen, auch an dieser Stelle Hrn. 
Professor Prandtl für Anregung und Förderung während der 
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